
¾\﹐³﹁ «}1﹋
aG³ÂB﹞1﹋ ² قa? ¿i]°¼﹞ ¶]﹊l±0\

®0a¼G ¶1﹍l±0\

http://courses.fouladi.ir/pr

a± ¾1½ ︹Ãb³G ¾0a? ¾cÂ? ¾]°? ·﹆>y﹝1ل
Classification Based on Bayes Decision Theory

Bayesian Classification for Normal Densities
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a± ︹Ãb³G﹝1ل

THE NORMAL DENSITY

¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G

﹝¼» a± ︹Ãb³GĚ¿i²1﹎ čę³﹍©0 ¿i1°mb1? `\ ︹Ãb³G ︹?1G ¯ÃaG\a?`1﹋aC ² ¯ÃaG﹝1ل 

\]︺F﹞ \a?`1﹋ ² EÂ¬½0 ﹏Ã﹐\č

۱ ę¾c﹋a﹞ ]W ¾ ·Ât﹇
 ~³¬N﹞ ︹Ãb³GN  ¿﹁\1pG aÂ︽F﹞Ě¿︺Ãb³G a½ 1? ę ¾0a?N → ∞ ]°﹋ ¿﹞ ﹏Â﹞ 1ل﹞a± ︹Ãb³G  ·?Ċ

۲ ę﹏Ç1h﹞ ¾]°? ³ل﹞a﹁ ¿﹎\1i ² 0±[ک D1>i1V﹞
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a± ︹Ãb³G﹝1ل

THE NORMAL DENSITY

¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G č1Ã0c﹞

�Ei0 ¿¨Â¨VG D`³q ·? ¿i`a? ﹏?1﹇ ¿i²1﹎ ︹Ãb³GĊ
� ª²\ ² ²1`½1¾ ²0لFl﹎ 1? ¿i²1﹎ ︹Ãb³GĚμ  ²σ ę\³m ¿﹞ oZl﹞ Ø﹑﹞1﹋Ċ
�i1½ ︹Ãb³G ¾ ·¬½ ®1Â﹞ `\ ¯﹊¬﹞ ¿C²aF±2 aJ﹋0]W ¾0`0\ ċ¶]m ¶\0\ g±1Ã`0² ² ¯Â﹍±1Â﹞ 1? ¿i²1﹎ ·Ãb³GEĊ
�]°Fh½ ¿i²1﹎ ċ¿>±1N﹞ E©1W `\ ¿﹁\1pG ¾1½]°Ã2a﹁ b0 ¾`1Âh?Ċ
�]½\ ¿﹞ ·NÂF± 0` ل﹑﹆Fi0 ċ¿i²1﹎ ︹Ãb³G `\ ¿﹍Fh>¬½ ª]︻Ċ
�۹'%  ¾ ¶b1? `\ ¿i²1﹎ ︹Ãb³G EW1h﹞ \`0\ `0a﹇Ċ

( ) 0.68

( 2 ) 0.95

( 3 ) 0.997

P x

P x

P x

μ σ

μ σ

μ σ

− < ≅

− < ≅

− < ≅



³﹍©0 ¿i1°mb1?

cÂ? «Â¬pG ¾ ·Ãa|± a? ¿°F>﹞ ¾]°? ·﹆>y č
a± ¾1½ ︹Ãb³G ¾0a? ¾cÂ? ¾]°? ·﹆>y﹝1ل
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a± ︹Ãb³G﹝1ل
¶aÂ︽F﹞ ﹉G ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G

From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, 

Pattern Classification, John Wiley & Sons, Inc., 2001.
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a± ︹Ãb³G﹝1ل
¶aÂ︽F﹞ ﹉G ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G



³﹍©0 ¿i1°mb1?

cÂ? «Â¬pG ¾ ·Ãa|± a? ¿°F>﹞ ¾]°? ·﹆>y č
a± ¾1½ ︹Ãb³G ¾0a? ¾cÂ? ¾]°? ·﹆>y﹝1ل
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a± ︹Ãb³G﹝1ل
¶aÂ︽F﹞]°S ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G

From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, 

Pattern Classification, John Wiley & Sons, Inc., 2001.

¯F﹞Ĉ
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a± ︹Ãb³G﹝1ل
¶aÂ︽F﹞]°S ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G

o E>J﹞ ¯Â︺﹞ ² ®`1﹆F﹞(positive-definite) �E>J﹞ ®1°Â﹞aG\�
o ¿¨q0 ax﹇ aq1°︻  Ė aÂ︽F﹞ g±1Ã`0²
o b0 L`1[ aq1°︻ ax﹇ ¿¨q0  Ė ¾1½aÂ︽F﹞ g±1Ã`0²³﹋  ²
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a± ︹Ãb³G﹝1ل
 ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G¶aÂ︽F﹞]°S č1ل﹞a± ︹Ãb³G ¾0`0\ ¾1½ ¶\0\ ﹏﹊m

From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, 

Pattern Classification, John Wiley & Sons, Inc., 2001.

a± ︹Ãb³G ¾0`0\ ¾1½ ¶\0\ ﹏﹊m﹝1ل
o1ل﹞a± ︹Ãb³G ﹉Ã ¾0`0\ ¾1½ ¶\0\č

 ﹉Ã ﹏[0\·m³[ ]±aÂ﹎ ¿﹞ `0a﹇Ċ
oc﹋a﹞ ·m³[č ¯Â﹍±1Â﹞
o﹏﹊m ·m³[č ¿tÂ?

Ě¿﹎]Âl﹋ ®0cÂ﹞ď 1? ¿﹎\al﹁
g±1Ã`0²ďg±1Ã`0²³﹋ gÃaG1﹞ę

og±1Ã`0²³﹋ gÃaG1﹞ ¶eÃ² ¾1½`0\a?  č
¿tÂ? ¿¨q0 ¾1½`³V﹞

oaÃ\1﹆﹞ g±1Ã`0²³﹋ gÃaG1﹞ ¶eÃ²  č
¿tÂ? ¿¨q0 ¾1½`³V﹞ ³لy
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a± ︹Ãb³G﹝1ل

MAHALONOBIS DISTANCE

 ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G¶aÂ︽F﹞]°S čgÂ?³±³©1½1﹞ ¾ ·¨q1﹁

gÂ?³±³©1½1﹞ ¾ ·¨q1﹁č
 ¯Â︺﹞ ¾ ¶\0\ ·︻³¬N﹞ ﹉Ã ®1Â﹞ ¾ ·¨q1﹁

Ě ¯Â﹍±1Â﹞ ¾1½aF﹞0`1C 1?  g±1Ã`0² ²  ę
 ¶\0\ ·±³¬± ﹉Ã ²Ċ

m ¿﹞ ·F﹁a﹎ a|± `\ 1½ ¶\0\ ®1Â﹞ ¿﹍Fh?0²\³
Ě¿i]Â¨﹇0 ¾ ·¨q1﹁ ف﹑[ a?Ċę

Ei0 aÃ_C1±aÂÂ︽G ċf1Â﹆﹞ a?0a? `\
Ěscale-invariantĊę



بازشناسی الگو
P

re
p

a
re

d
 b

y
 K

a
z

im
 F

o
u

la
d

i  
 |

  
 S

p
ri

n
g

 2
0

1
7

  
| 

  
2
n
d

E
d

it
io

n

81

a± ︹Ãb³G﹝1ل

LINEAR TRANSFORMATION

 ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G¶aÂ︽F﹞]°S č¿x[ ﹏Ã]>G 0︻¬1ل

\³? ]½0³[ ¿i²1﹎ ¿﹁\1pG aÂ︽F﹞ ﹉Ã ċ¿i²1﹎ ¿﹁\1pG aÂ︽F﹞ ﹉Ã a? ¿x[ ﹏Ã]>G ﹉Ã 0︻¬1ل ﹏q1WĊ
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a± ︹Ãb³G﹝1ل
¶aÂ︽F﹞]°S ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G č ﹏Ã]>G 0︻¬1ل¿x[ č1لJ﹞

From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, 

Pattern Classification, John Wiley & Sons, Inc., 2001.



³﹍©0 ¿i1°mb1?

cÂ? «Â¬pG ¾ ·Ãa|± a? ¿°F>﹞ ¾]°? ·﹆>y č
a± ¾1½ ︹Ãb³G ¾0a? ¾cÂ? ¾]°? ·﹆>y﹝1ل
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¾cÂ? «Â¬pG ¾ ¶]︻1﹇
¶aÂ︽F﹞]°S ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G č﹉Â﹊﹀G ︹?0³G

¿i²1﹎ ︹Ãb³G ¾0a? ² ċ«¬Â± ¿﹞ ¾1x[ Xa± 1? ¾]°? ·﹆>y ¾0a? ﹉Â﹊﹀G ︹?0³Gč
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¾cÂ? «Â¬pG ¾ ¶]︻1﹇
¶aÂ︽F﹞]°S ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G č﹉Â﹊﹀G ︹?0³Gč ¿±1¬½ gÃaG1﹞ 1? =i1°F﹞ ² ¾²1h﹞ g±1Ã`0²³﹋ E©1W
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¾cÂ? «Â¬pG ¾ ¶]︻1﹇
¶aÂ︽F﹞]°S ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G č﹉Â﹊﹀G ︹?0³Gč ¿±1¬½ gÃaG1﹞ 1? =i1°F﹞ ² ¾²1h﹞ g±1Ã`0²³﹋ E©1W
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¾cÂ? «Â¬pG ¾ ¶]︻1﹇
¶aÂ︽F﹞]°S ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G č ︹?0³G﹉Â﹊﹀G č¿±1¬½ gÃaG1﹞ 1? =i1°F﹞ ² ¾²1h﹞ g±1Ã`0²³﹋ E©1W

From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, 

Pattern Classification, John Wiley & Sons, Inc., 2001.

ċ]m1? ¿±1¬½ gÃaG1﹞ 1? =i1°F﹞ ² ¶\³? ¾²1h﹞ ︹Ãb³G ²\ ¾0a? g±1Ã`0²³﹋ gÃaG1﹞ a﹎0
 ¾1½ ¶a﹋ 1½ ︹Ãb³G ¶1﹎ ®2#² \³? ]°½0³[ ¾]︺?

 1? ·F﹁1Ã «Â¬︺G ¾ ·V﹀qa?0 ﹉Ã ba﹞  ]︺?Ě1½ ̄ Â﹍±1Â﹞ ¾ ¶]°°﹋0]O w[ a? \³¬︻ ę\³? ]½0³[Ċ

( | )
i

p ωx ( | )
i

p ωx

1 2
( ) ( )P Pω ω=
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¾cÂ? «Â¬pG ¾ ¶]︻1﹇
¶aÂ︽F﹞]°S ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G č ︹?0³G﹉Â﹊﹀Gč  gÃaG1﹞ 1? =i1°F﹞ ² ¾²1h﹞ g±1Ã`0²³﹋ E©1W ¿±1¬½Ěn1[ E©1W č«¬Â± ¿﹞·¨q1﹁  ę
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¾cÂ? «Â¬pG ¾ ¶]︻1﹇
¶aÂ︽F﹞]°S ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G č﹉Â﹊﹀G ︹?0³Gč ¿±1¬½ gÃaG1﹞ 1? =i1°F﹞ ² ¾²1h﹞ g±1Ã`0²³﹋ E©1W ﹉Â﹊﹀G ︹?0³G

From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, 

Pattern Classification, John Wiley & Sons, Inc., 2001.
]°﹋ ¿﹞ 0]ÂC E﹀Âm «Â¬pG ba﹞ ċ1½ ·﹆>y ¯ÂlÂC 1ل¬FW0 aÂÂ︽G 1?Ċ

( | )
i

p ωx ( | )
i

p ωx

( | )
i

p ωx ( | )
i

p ωx
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¾cÂ? «Â¬pG ¾ ¶]︻1﹇
¶aÂ︽F﹞]°S ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G č ︹?0³G﹉Â﹊﹀G č¾²1h﹞ g±1Ã`0²³﹋ E©1W

From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, 

Pattern Classification, John Wiley & Sons, Inc., 2001.
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¾cÂ? «Â¬pG ¾ ¶]︻1﹇
¶aÂ︽F﹞]°S ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G č﹉Â﹊﹀G ︹?0³Gč  E©1W¾²1h﹞ g±1Ã`0²³﹋

From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, 

Pattern Classification, John Wiley & Sons, Inc., 2001.
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¾cÂ? «Â¬pG ¾ ¶]︻1﹇
¶aÂ︽F﹞]°S ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G č ︹?0³G﹉Â﹊﹀G č¾²1h﹞ g±1Ã`0²³﹋ E©1W

From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, 

Pattern Classification, John Wiley & Sons, Inc., 2001.

¾]︺?²\ E©1Wč
}1°F﹞ «Â¬pG ¿W0³± ² 1ل¬FW0 ¾1½ ¿©1﹍Sa

¾0a?
®`1﹆F﹞1± 1﹞0 ¾²1h﹞ ¿i²1﹎ ¾1½ ︹Ãb³G

( | )
i

p ωx ( | )
i

p ωx

( | )
i

p ωx ( | )
i

p ωx

¾]︺? ·i E©1Wč
}1°F﹞ «Â¬pG ¿W0³± ² 1ل¬FW0 ¾1½ ¿©1﹍Sa

¾0a?
®`1﹆F﹞1± 1﹞0 ¾²1h﹞ ¿i²1﹎ ¾1½ ︹Ãb³G

﹏q0² w[ a? Ø1﹞²c© «Â¬pG ¾1½ ·V﹀qa?0 
EhÂ± \³¬︻ 1½ ̄ Â﹍±1Â﹞ ¯Â?Ċ
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¾cÂ? «Â¬pG ¾ ¶]︻1﹇
¶aÂ︽F﹞]°S ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G č﹉Â﹊﹀G ︹?0³G

From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, 

Pattern Classification, John Wiley & Sons, Inc., 2001.
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¾cÂ? «Â¬pG ¾ ¶]︻1﹇
¶aÂ︽F﹞]°S ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G č ︹?0³G﹉Â﹊﹀G č¿¨﹋ E©1W

From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, 

Pattern Classification, John Wiley & Sons, Inc., 2001.

¶\1i ]°>¬½ aÂ︾ «Â¬pG ¿W0³±
Ě¾²1h﹞1± ¾1½ g±1Ã`0² E©1W ¾0a?ę
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¾cÂ? «Â¬pG ¾ ¶]︻1﹇
¶aÂ︽F﹞]°S ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G č ︹?0³G﹉Â﹊﹀G č¿¨﹋ E©1W

From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, 

Pattern Classification, John Wiley & Sons, Inc., 2001.

¾]︺?²\ E©1Wč

 ¶0³Z©\ ¿i²1﹎ ¾1½ ︹Ãb³G⇐

¾1½ba﹞ «Â¬pG cÂ? `\  ¿︺?a﹞a?0 ¿¨﹋ E©1W(hyperquadric)Ċ

 ·﹋ E﹁1Ã ¿i²1﹎ ︹Ãb³G ²\ ®0³G ¿﹞ ċ¿︺?a﹞ a?0 a½ ¯Fm0\ 1?
]m1? ¿︺?a﹞a?0 ®2 ¾0a? cÂ? «Â¬pG ba﹞Ċ

Ě±0 ¶]m ¶\0\ ®1l± E?1K 1ل¬FW0 ¿©1﹍S ¾1½`³F±1﹋ wi³G 1½ g±1Ã`0²]ęĊ
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¾cÂ? «Â¬pG ¾ ¶]︻1﹇
¶aÂ︽F﹞]°S ¿i²1﹎ ¿©1﹍S ︹?1G č﹉Â﹊﹀G ︹?0³G č E©1W¿¨﹋

From: Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, 
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� Multivariate Gaussian pdf

called covariance matrix
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� ln(.)  is monotonic.  Define:

�

�

� Example:
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�

That is, gi(x) is quadratic and the surfaces  

quadrics, ellipsoids, parabolas, hyperbolas, pairs of lines.

For 

example:
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� Decision Hyperplanes

�Quadratic terms:

If  ALL i =  (the same) the quadratic terms are 

not of interest.  They are not involved in 

comparisons.  Then, equivalently, we can write:

Discriminant functions are LINEAR
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� Let in addition:

2

2

0

0

02

2

)(

)(
ln)(

2

1
      

  ,     

)(               

0)()()(     

1
)(     

Then  .

ji

ji

j

i

ji

ji

T

jiij

i

T

ii

P

P
x

w

xxw

xgxgxg

wxxg

I




















102

CLASSIFIERS BASED ON BAYES DECISION THEORY   � Bayesian Classifier For Normal Distributions



�Nondiagonal:

�Decision hyperplane
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� Minimum Distance Classifiers

� equiprobable

�

�

Euclidean Distance:

smaller

�

Mahalanobis Distance:

smaller
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equal Euclidean distance equal Mahalanobis distance

from the mean points of each class. 

In the two-dimensional space, they are circles in the case of Euclidean distance and ellipses in the case of 

Mahalanobis distance. Observe that in the latter case the decision line is no longer orthogonal to the line 

segment joining the mean values. It turns according to the shape of the ellipses.
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� Example:
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