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STABILITY

IV? ~³u³﹞ č aG ﹅Â﹇\ ︿Ãa︺G¾`0]Ã1C

č¿x[aÂ︾ D﹐\1︺﹞ b0 ¿q1[ ¾ ·︻³¬N﹞ 1Ã2 ·﹊°Ã0 ¯ÂÂ︺G ½[ف
 v1﹆± ¾0`0\Ě¾aÂi w[ 1Ã ęĈaÂ[ 1Ã Ei0 ¿O²a[ ¿Ã0a﹍¬½ ¾0a?

﹇1C1Â© ¾`0]Ã1C ¾ ·Ât±³ف
Lyapunov’s Stability Theorem

﹇1i﹐ ¾aÃ_C1±aÂÂ︽G ¾ ·Âtل
Lasalle’s Invariance Theorem
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¿Fl﹎b1? ¾1½ ·﹊>m

RECURRENT NETWORKS

¿Fl﹎b1? ¾1½ ·﹊>m č¾\²`² ·? ¿O²a[ b0 ﹉?]Â﹁ ¾0`0\
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¿Fl﹎b1? ¾1½ ·﹊>m

RECURRENT NETWORKS: STABILITY

¾`0]Ã1C

kiaC č E©1W `\ ¿Fl﹎b1? ¾ ·﹊>m «FhÂi ·﹋ «Â±0]? «Â½0³[ ¿﹞`1﹎]±1﹞ Ĉ]°﹋ ¿﹞ ﹏¬︻ ·±³﹍S

 E?1K ¿O²a[ ﹉Ã ·? ·﹊>m ·﹋ «Ã`0\  ·﹇﹑︻ ¾\`0³﹞ ·? aFlÂ?Ě`0]Ã1C 1\ل︺G ¾ ·x﹆± ﹉Ã ę\³m ¿﹞ 0a﹍¬½Ċ

]m1? `0]Ã1C ¾ ·x﹆± ¾\1Ãb \0]︺G ¾0`0\ ]±0³G ¿﹞ ¿x[aÂ︾ «FhÂi ﹉ÃĊ
Ě]°°﹋ ¿﹞ ¾b1? 0` ¶]m ¶aÂ[^ AÃ1G³G²aC ¾1½³﹍©0 k﹆± 1\ل︺G v1﹆± ¯Ã0 ċ¿>p︻ ¾1½ ·﹊>m ¿[a? `\ę

 ¯Ã0 ®1﹊﹞ «Ã`0\ ﹏Ã1¬G ®1﹊﹞0 D`³q `\ `0]Ã1C v1﹆± ²¯Ãb1︾2 wÃ0am ` `0]Ã1C ¾ ·x﹆± ﹉Ã ·? ®]Âi` ·? ¿¼F°﹞«Â?1Â? 0Ċ
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TYPES OF STABILITY

 @³G ﹉ÃĚ﹌°Ãa>¨? ę\`0\ `0a﹇ ·?^1O ®0]Â﹞ ﹉Ã `\ ¿﹁﹑G0 1ک﹊xq0 1?č

 `\ ² \a﹋ ]½0³[ ®1i³± ·? ~²am ċ@³G ®]﹞2 `\ E﹋aW ·? b0 gC
a﹎ ¿﹞a? فa} ︿﹋ ·? 1ک﹊xq0 \³O² ﹏Â©\ ·? ¿G]﹞ b0 gC EÃ1¼±\\Ċ

¿>±1N﹞ ¾`0]Ã1C

1C1Â© ª³¼﹀﹞ ·? ¾`0]Ã1C±³ف

¿>±1N﹞ `0]Ã1C ¾ ·x﹆± č³G b0 gC @³G `0a﹆Fi0 ®1﹊﹞︿﹇

`0]Ã1C1±

]°﹋ ¿¬± ®1i³± ®2 ¾²` @³G ċUxi ¿Ã1O ·?1O D`³q `\ č\a﹎ ¿¬±a? \³[ ·Â©²0 ®1﹊﹞ ·? ¶`1?²\ E﹋aW b0 gC @³G\Ċ
 ĕEi0 `0]Ã1C a|± ﹉Ã b0 č¨︾ ¿¬± 0فay0 ·? ² ¶]±1﹞ ¿﹇1? c﹋a﹞ `\ ċ@³G EÂ︺u² ®\³? E?1K D`³q `\ ﹏﹇0]W 0aÃb]FĊ

 ċ¶]m ¶aÂ[^ AÃ1G³G²aC ¾1½³﹍©0 ċ]¨Â﹀C1½ ¾ ·﹊>m `\
]°Fh½ ¿>±1N﹞ `0]Ã1C 1\ل︺G v1﹆± =©1﹇ `\Ċ

G ¾ ·x﹆± ﹉Ã ·BG ¾﹐1?Ě`0]Ã1C1± 1﹞0 ęEi0 @³G ¾0a? čØ1﹆Â﹇\ 0` @³G a﹎0︺1\ل 
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<_O ¾1½aFh?

BASINS OF ATTRACTION

c? <_O ¾1½aFh? 1? ¿©\1︺G v1﹆± AÃ1G³G²aC ¾1½³﹍©0 «Â½0³[ ¿﹞ ]¨Â﹀C1½ ¾ ·﹊>m ¿W0ay `\ ]°m1?Ċ`گ

?c? <_O aFh`گ

¶]ÂRÂC <_O ¾ ·ÂW1±

`0a﹇ Uxi ¯Ã0 `\ @³G ﹉Ã ·﹋ ¿G`³q`\ 
 ¯Ã0 b0 ¿﹊Ã ︿﹋ `\ EÃ1¼± `\ ċ\aÂ﹎

 \³m ¿﹞ a﹆Fh﹞ 1½ ¾\³﹎Ě`0]Ã1C ¾ ·x﹆±ęĊ

 ¾1½ ·﹊>m ¿W0ay 1ل>±\ ·?
¾1½ ¾\³﹎ ·﹋ «ÂFh½ ¾0 ¿>p︻ 

 `1Âh? \`³﹞ ¯Ã0 aÂ|± 1¼±2
]m1? گ`c?Ċ

¾ ·x﹆± ﹉Ã \1NÃ0 ¾0a? Uxi ¾\³﹎ ®0cÂ﹞ <1ZF±0 
EhÂ± ¾0 ¶\1i ®0]°S `1﹋ `0]Ã1CĊ

 ®1﹊﹞ `\ @³G ﹉Ã ·﹋ ¿G`³q`\P  ¯Ã0 b0
 ¿Ã1¼± `0a﹆Fi0 ®1﹊﹞ ċ\aÂ﹎ `0a﹇ Uxi

EhÂ± oZl﹞ ·O² QÂ½ ·? ®2 ¾²`Ċ



·﹊>m ¿︻³°p﹞ ¿>p︻ ¾1½ 

¾`0]Ã1C



17

14

20 Lyapunov Stability



15 شبکه های عصبی مصنوعی
P

re
p

a
re

d
 b

y
 K

a
z

im
 F

o
u

la
d

i  
| 

  
F

a
ll 

2
0

1
7

  
| 

2
n

d
  

E
d

it
io

n

1C1Â© ¾`0]Ã1C±³ف

LYAPUNOV STABILITY

 ¾ ·¨q1﹁ `\ ¶`0³¬½ «FhÂi ¿O²a[ «Â½0³[ ¿﹞ε ]±1¬? ¿﹇1? 4]>﹞ b0 Ċċ]m1? `0]Ã1C 4]>﹞ ·﹋ ¿G`³q `\
 ¾ ·¨q1﹁ ®0³G ¿﹞δ  ®1﹞b `\ «FhÂi ¿O²a[ a﹎0 ·﹋ E﹁1Ã ¾`³y 0`t = 0  ¾ ·¨q1﹁ `\δ ċ]m1? 4]>﹞ b0

 ¾ ·¨q1﹁ `\ aJ﹋0]W ¶1﹎ ®2ε ]±1¬? ¿﹇1? 4]>﹞ b0Ċ

ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ 0` aÃb ¿﹊Â﹞1°Ã\ «FhÂi«č

xq0 ¾0`0\ Uxi ¾²` @³G﹊1ک1J﹞ čل

G ¾ ·x﹆± čEi0 a﹀q ®2 `\ ﹅Fl﹞ ·﹋ ¾0 ·x﹆±Ċ︺1\ل

 ¾`0]Ã1CĚ1±³فC1Â© ª³¼﹀﹞ ·?ę

Ã1C ¾ ·x﹆± b0 «FhÂi ¿O²a[ ¿°︺Ã `0]
\aÂ﹎ ¿¬± ¾\1Ãb ¾ ·¨q1﹁Ċ
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 ¾`0]Ã1C¿>±1N﹞

ASYMPTOTIC STABILITY

 `\ 4]>﹞ ·﹋ ¿G`³q `0]Ã1C 1\ل︺G ¾ ·x﹆±]m1? ®0³G ¿﹞ ċ ¾ ·¨q1﹁δ  ·﹋ E﹁1Ã ¾`³y 0`
 a﹎0 ®1﹞b `\ «FhÂi ¿O²a[t = 0  ¾ ·¨q1﹁ `\δ ]m1? 4]>﹞ b0\³m a﹀q EÃ1¼± ¿? `\ ﹏q1W ¿O²a[ ¶1﹎ ®2 ċĊ

ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ 0` aÃb ¿﹊Â﹞1°Ã\ «FhÂi«č

¿>±1N﹞ ¾`0]Ã1C Ei0 ¾`0]Ã1C b0 aG ¾³﹇ ︿Ãa︺G ﹉Ãč
1G  ¾ ·¨q1﹁ `\ 4]>﹞ «FhÂi ¿O²a[ ·﹋ ¿±1﹞bδ  b0]m ]½0³[ 0a﹍¬½ `0]Ã1C ¾ ·x﹆± ·? ¶`0³¬½ ¿O²a[ ċ]m1? `0]Ã1C ¾ ·x﹆±Ċ

o ¿>±1N﹞ `0]Ã1CĚ1ک﹊xq0 \³O² D`³q `\ę
o`0]Ã1C 1±³فC1Â© Ě1ک﹊xq0 \³O² ª]︻ D`³q `\ę
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¯Â︺﹞ ︹?0³G

DEFINITE FUNCTIONS

E>J﹞ ¯Â︺﹞ ·¬Â± ² E>J﹞ ¯Â︺﹞

E>J﹞ ¯Â︺﹞

E>J﹞ ¯Â︺﹞ ·¬Â±
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DEFINITE FUNCTIONS

¿﹀°﹞ ¯Â︺﹞ ·¬Â± ² ¿﹀°﹞ ¯Â︺﹞

¿﹀°﹞ ¯Â︺﹞

¿﹀°﹞ ¯Â︺﹞ ·¬Â±

Negative

Negative

negative

negative

<

≤
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﹇1C1Â© ¾`0]Ã1C ¾ ·Ât±³ف

LYAPUNOV STABILITY THEOREM

Ě1±³فC1Â© ︹?1G ę ®0³G ¿﹞V(a)  ®0³°︻ ·? 0` ¾da±0 ︹?1GE﹁a﹎ a|± `\ «FhÂič
 ]?1Ã ¿﹞ k½1﹋ ·Fi³ÂC D`³q ·? «FhÂi ¾da±0Ě 0aÃbdV(a)/dt Ei0 ¿﹀°﹞  ę

\³m ¿﹞ ︿﹇³F﹞ «¬Â± ¿﹞ ¾da±0 E©1W ﹉Ã `\ Ø1FÃ1¼± ²Ċ

¿x[aÂ︾ ¾1½ «FhÂi ¾`0]Ã1C ¿i`a? `\ «¼﹞ j²` ﹉Ã č ¿i²` 1±³فC1Â© ¾ ·Ât﹇Ě۱۸۹۲ªę
 «FhÂi aÃb«ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ 0`č
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﹝1Jل ±²2﹌

PENDULUM EXAMPLE

 ¶\1i ﹌±²2 «FhÂiĚ﹊Â±1﹊﹞ «FhÂi ﹉Ã ®0³°︻ ·?¿ę
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﹝1Jل ±²2﹌

EQUILIBRIUM POINT

±﹆G ¾ ·x︺1\ل

ĈEi0 `0]Ã1C 4]>﹞ `\ «FhÂi 1Ã2
Ě4]>﹞ ča﹀q E︻ai ² ·Ã²0b 1? a}1°F﹞ę

Ei0 1\ل︺G ¾ ·x﹆± ﹉Ã 4]>﹞ gC ċ]°Fh½ a﹀q D1﹆Fl﹞ ®³SĊ
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 4]>﹞ ċ1±³فC1Â© ¾ ·Ât﹇ ·? ·O³G 1?Ě﹏﹇0]W ę¿>±1N﹞ `0]Ã1C «ÂÃ³﹍? «Â±0³G ¿¬± 1﹞0 ċEi0 1±³فC1Â© `0]Ã1C Ei0Ċ
'ċ]±1﹞ ¿﹞ E?1K ¾\³¬︻ D`³q ·? EÃ1¼± `\ ¿G]﹞ b0 gC ﹌±²2 ċ1ک﹊xq0 `³tW `\ ·﹋ «Â±0\ ¿﹞ ﹉ÃcÂ﹁ b0 1﹞0
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¾0a? ±²2﹌

﹝1Jل ±²2﹌

LYAPUNOV FUNCTION (ENERGY)

1C1Â© ︹?1GĚ¾da±0 ︹?1Gę±³ف 



17

30

20 Numerical Example



31 شبکه های عصبی مصنوعی
P

re
p

a
re

d
 b

y
 K

a
z

im
 F

o
u

la
d

i  
| 

  
F

a
ll 

2
0

1
7

  
| 

2
n

d
  

E
d

it
io

n
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ċEi0 a﹀q 1¼±2 `\ ¾da±0 ¿°V°﹞ ﹅Fl﹞ ·﹋ ]±`0\ \³O² ¿y1﹆± ·Sa﹎0
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﹇1i﹐ ¾aÃ_C1±aÂÂ︽G ¾ ·Âtل

DEFINITIONS (LASALLE’S THEOREM)

1½ ︿Ãa︺G

 ¿¨[0\ ² ¾ba﹞ v1﹆±G

 ¾²` a? ﹅Fl﹞ E﹞﹑︻ aÂÂ︽G ª]︻G
Ě\`0]± \³O² ︹?1G ®\³? E>J﹞ ¯Â︺﹞ ·? ¾b1Â±ęĊ

 ¾²` a? 1±³فC1Â© ︹?1GG  ¾ ·︻³¬N﹞aÃbnR

Ei0 a﹀q 1¼±2 `\ 1±³فC1Â© ︹?1G ﹅Fl﹞ ·﹋ ¿y1﹆± ¾ ·¬½Ċ
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DEFINITIONS (LASALLE’S THEOREM)

1½ ︿Ãa︺G čaÃ_C1±aÂÂ︽G ¾ ·︻³¬N﹞
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