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RADIAL BASIS FUNCTION NETWORK (RBF)

 ¾ ·﹊>mRBFč ¿±1¼O ¾ ¶]°±b =Ãa﹆G ¾ ·﹊>m ﹉Ã ®0³°︻ ·?

 ®³R¬½ \]︺F﹞ ¾1½\a?`1﹋ ¾0`0\MLP

¿¨q0 ¾ ·©1﹆﹞RBF č ċ²1لC1987 ← 

¾]︺?]°S ¾1t﹁ ﹉Ã `\ ﹅Â﹇\ ¿?1Ã ®²`\ ¾0a? ¿︻1︺m ¾ ·Ã1C ︹?0³G b0 ¶\1﹀Fi0

¾ ·﹊>m ¯Â©²0RBF č ċ]¼﹞²a?1988 ← 

`0³¬½ ¿?1Ã ®²`\ ︹?1G ]Â©³Gč

ċ]½\ Yi1C E﹎`1G ¾1½ ¿O²a[ ·? Ø1﹆Â﹇\ \³m `³>N﹞ ·﹊>m \³m ¿¬± j﹑G

]½\ «Â¬︺G cÂ± 0` ]Ã]O ¾1½ EÂ︺﹇³﹞ ¿?³[ ·? ]±0³F? ·﹋ Ei0 ¾0 ·﹊>m a? ]Â﹋1G ·﹊¨?Ċ



17 Radial Basis Network

5

The first layer weight vectors iw1 are called “centers” of the basis functions.
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¿︻1︺m ¾ ·Ã1C ︹?0³G ¾ ·﹊>m

RADIAL BASIS FUNCTION NETWORK (RBF)

·Ã﹐ ²\ ¾ ·﹊>m

Ã﹐ ®b² ¾1½`0\a?1wi ċĞ¾1½c﹋a﹞ ĝ]±³m ¿﹞ ¶]Â﹞1± ·Ã1C ︹?0³GĊ· ¾ ²0ل 

The first layer weight vectors iw1 are called “centers” of the basis functions.
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¿︻1︺m ¾ ·Ã1C ︹?0³G ¾ ·﹊>m

RADIAL BASIS FUNCTION NETWORK (RBF)

·Ã﹐ ²\ ¾ ·﹊>m

RBF Ei0 ¿x[ \`0]±1Fi0  ·Ã﹐ ﹉Ã ª²\ ¾ ·Ã﹐ ĎEi0 ·Ã﹐ ²\ ¾ ·﹊>m ﹉ÃĊ

 ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ 1? ®2 ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ D²1﹀GMLPč

۱ ę ·y³?a﹞ ®b² 1? ¾\²`² ¾ ·¨q1﹁ ¾ ·>i1V﹞Ě¿¨[0\ <au ¾1O ·?ę

۲ ę f1Ã1? `\ ®\a﹋ <auĚf1Ã1? 1? ®\a﹋ ︹¬O ¾1O ·?ę
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RADIAL BASIS FUNCTION NETWORK (RBF)

¿i²1﹎ 1ل﹆F±0 ︹?1G ² f1Ã1? ċc﹋a﹞

 c﹋a﹞center)(č1wi ċ

 o©1[ ¾\²`² ·﹋ ¾0 ·x﹆±

\³m ¿﹞ a﹀q ®2 `\ ®²a±Ċ

f1Ã1?bias) (č1ib ċ

F±0 ︹?1G ¾²` f1Â﹆﹞ ®0cÂ﹞Ě·Ã1C ę³m ¿﹞ ®2 ¿﹎]Âl﹋ 1Ã ¿﹎\al﹁ =O³﹞ ·﹋\Ċ﹆1ل 

� ¿﹎]°﹋0aC E?1K ċ\`0]±1Fi0 0فaV±0 ċg±1Ã`0²(spread constant)"

¿i²1﹎ 1ل﹆F±0 ︹?1G
m ¿﹞ ¶\1﹀Fi0 ¿i²1﹎ 1ل﹆F±0 ︹?1G b0 ¿F﹇²ċ\³

Ei0 g±1Ã`0² ·? ·Fh?0² f1Ã1?Ċ



17 Gaussian Transfer Function (Local)
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 ¿i²1﹎ 1ل﹆F±0 ︹?1GĚ¿¨V﹞ę

GAUSSIAN TRANSFER FUNCTION (LOCAL)

−3 −2 −1 2 30
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a

 ċ¿i²1﹎ 1ل﹆F±0 ︹?1G ¿¨V﹞ ︹?1G ﹉Ã(local) Ei0č

«Ã³m `²\ c﹋a﹞ b0 E¼O a½ `\ a﹎0 \³m ¿﹞ ﹉Ã\c± a﹀q ·? ¿O²a[Ċ

a? ف﹑[︹?1G ]ÂÇ³¬﹍Âi  ¾ai0ai ︹?1G ﹉Ã ·﹋(global) Ei0č

\²a? EÃ1¼± ¿? E¬i ·? o©1[ ¾\²`² ¶1﹎a½ ]±1﹞ ¿﹞ ﹉Ã ﹉Ã\c± ¿O²a[Ċ



17 Example Network Function
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EXAMPLE NETWORK FUNCTION

·﹊>m ︹?1G b0 1لJ﹞Ě č۱  b0۲ę

Yi1C `\č

 ¿i²1﹎ a½ ¾0a?

� ¿i²1﹎ ®²a± a½Ě·Ã1C ︹?1G  ę

"\` ﹐Ã· ¾ ²0ل

«Ã`0\ ·BG ﹉Ã

⇓
 ċ·﹊>m ¾1½aF﹞0`1C «Â|°G 1?

]°﹋ ¿﹞ aÂÂ︽G ·BG a½ ®1﹊﹞ ² ﹏﹊mĊ

−2 −1 0

p
1 2

−1

0

1

2

a2

p a2

 `\ ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ¾1½ f1Ã1? ² 1½ ®b² aÂK5GRBF  1?MLP Ei0 D²1﹀F﹞č

 `\MLP ]°﹋ ¿﹞ \1NÃ0 ·¨C ﹉Ã ]ÂÇ³¬﹍Âi ︹?1G a½ čÂÂ︽G 0` ·¨C ®1﹊﹞ 1½ f1Ã1? ² ]°½\ ¿﹞ aÂÂ︽G 0` ·¨C =Âm 1½ ®b²]°½\ ¿﹞ aĊ



17 Parameter Variations
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¿︻1︺m ¾ ·Ã1C ︹?0³G ¾ ·﹊>m

PARAMETER VARIATIONS

·﹊>m ︹?1G b0 1لJ﹞Ě č۲  b0۲ čęaF﹞0`1C D0aÂÂ︽G aK0

 ¾]︺?]°S ¾\²`² ¾0a?

 axi a½ c﹋a﹞ ·?

 ·BG ﹉Ã ®b² gÃaG1﹞

\`0\ \³O²

Ě®²a± c﹋a﹞ę

 `\ ²\ ¾ ·Ã﹐ `1﹋RBF  `\ ¿x[ ¾ ·Ã﹐ ·?1l﹞MLP Ei0 č﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ¾1½ ®²a± ¿O²a[ b0 `0\ ®b² ︹¬O \1NÃ0Ċ

11

1,2
w21

2
b

12

1,1
w 02 b

p a2

 ¾0a? ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ®b²

1½ ·BG ﹏V﹞ ¯ÂÂ︺Gč

 ċ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ®b² a½ `\

 ®2 c﹋a﹞ ·? ·BG ﹉Ã

\`0\ \³O²Ċ

ċ²\ ¾ ·Ã﹐ f1Ã1?

·? 0` ·﹊>m ﹏﹋ ¿O²a[ 

 ¯ÂÃ1C 1Ã ﹐1? E¬i

]°﹋ ¿﹞ 1O ·?1OĊ

¾0a? ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ f1Ã1?

 1½ ·BG ra︻ aÂÂ︽G

\³m ¿﹞ ¶\1﹀Fi0č

aG گ`c? f1Ã1?

⇓
aG ﹉Ã`1? ¾ ·BG

ċ²\ ¾ ·Ã﹐ ¾1½ ®b²

 ² «﹋ 0` 1½ ·BG ~1﹀G`0

 \1Ãb(scale) ]°﹋ ¿﹞Ċ



>> nnd17nf
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¿︻1︺m ¾ ·Ã1C ︹?0³G ¾ ·﹊>m
︹?1G =Ãa﹆G

 ĕ ²0ل ¾ ·Ã﹐ `\ ®²a± ¿﹁1﹋ \0]︺G a﹎0RBF  «Â±c? =Ãa﹆G 0` ¿½0³Z©\ ︹?1G a½ «Â±0³G ¿﹞ ċ«Âm1? ·Fm0\

Ě b0 D²1﹀F﹞ ¿m²` 1?MLPĊę

 ¾ ·﹊>m ¾0a?RBF  Ei0 1¾ ²`²\¾ ﹁︺1لt﹁ b0 ¿﹊S³﹋ ¾ ·ÂW1± ¾²` a? w﹆﹁ 1ل﹆F±0 ︹?1G a½Ě\`0\ ¿¨V﹞ Yi1CĊę

\³m ¿﹞ ﹉Ã\c± a﹀q ·? a}1°F﹞ ®²a± ¿O²a[ ċ\³m `²\ ¶]m ¶\0\ c﹋a﹞ b0 ¾\²`² a﹎0Ċ

 ¾1½ ·﹊>m ¿W0ay ¾0a? ¿Ã1½]﹞1ÂC ~³u³﹞ ¯Ã0RBF \`0\č

«Âm1? ·Fm0\ ·﹊>m ¾1½ ¾\²`² ¾ ¶\²]V﹞ ai1Gai `\ ¶]m ︹Ãb³G ¿﹁1﹋ c﹋0a﹞ \0]︺G ]Ã1?

]°m1? ·Fm0\ ¿±1m³B¬½ «½ 1? ¾aÂ﹍¬lS ﹏﹊m ·? ·Ã1C ︹?0³G ·﹋ «Â°﹋ <1ZF±0 ¾0 ·±³﹎ ·? 0` 1½ f1Ã1? ]Ã1? ²Ċ

Ě]½\ ¿﹞ aÂÂ︽G 0` ·Ã1C ︹?1G ra︻ ċf1Ã1?ęĊ



17 Pattern Recognition Problem

17

p1

p2

p3

p4

⎣ ⎦⎭
Category 2 : ⎨p1  ⎢ 1⎥

,p4  ⎢1⎥⎬
⎡1⎤⎫

⎩

⎧

⎣ ⎦

⎡1⎤

⎣ ⎦⎭1⎥⎬
⎡ 1 ⎤⎫

⎩
Category 1: ⎨p2  ⎢ 1 ⎥,p3  ⎢

⎧

⎣ ⎦

⎡1⎤
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³﹍©0 ¿i1°mb1? ¾ ·¨Æh﹞

PATTERN RECOGNITION PROBLEM

 ¾ ·¨Æh﹞XOR

p1

p2

p3

p4

⎣ ⎦⎭
Category 2 : ⎨p1  ⎢ 1⎥

,p4  ⎢1⎥⎬
⎡1⎤⎫

⎩

⎧

⎣ ⎦

⎡1⎤

⎣ ⎦⎭1⎥⎬
⎡ 1 ⎤⎫

⎩
Category 1: ⎨p2  ⎢ 1 ⎥,p3  ⎢

⎧

⎣ ⎦

⎡1⎤

RBF \`0\ ¾\]︺F﹞ ¾1½ <0³O ·¨Æh﹞ ¯Ã0 ¾0a?Ċ

﹏W ¶0` ﹉Ãč

 ·? ﹉Ã\c± ¾\²`² ¾³﹍©0 ¿F﹇²
2

p  1Ã
3

p  ċ\³m ¿﹞

a﹀q b0 aG ﹉S³﹋ ¿O²a[ 1½ ¾\²`² aÃ1i ¾0a? ² ]°﹋ ¿﹞ ]Â©³G a﹀q b0 aG گ`c? ¿O²a[ ·﹊>mĊ

·¨Æh﹞ č ¾\²`² ²\ Đ ¿O²a[ ﹉Ã⇐  ²0ل ¾ ·Ã﹐ `\ ®²a± ²\Ě¿︻1︺m ¾ ·Ã1C ︹?1G ²\Đ ę

Ã﹐ ®b² gÃaG1﹞ ¾1½axi Ė ·Ã1C ︹?0³G c﹋0a﹞⇐ 1½³﹍©0 ¯Ã0 ¾\²`² ¾0a? ·﹊>m ¿O²a[ aJ﹋0]W «Â|°G· ¾ ²0ل

Ã﹐ f1Ã1? č·Ã1C ︹?0³G ¾0a? a|± \`³﹞ ra︻ ·? ·Fh?0²č· ¾ ²0ل

 `\ 0cN﹞ ¾ ·¨﹇ ²\ «Â½0³[ ¿﹞
2

p  ²
3

p ]°m1? ·Fm0\ ¿±1m³B¬½ \1Ãb «½ 1? ︹?0³G «Â½0³[ ¿¬± gC ċ«Âm1? ·Fm0\Ċ



17 Radial Basis Solution

1⎥ ⎦

⎡1 1 ⎤
W  ⎢ T ⎥  ⎢ 1⎣⎣p3 ⎦

⎡p2 ⎤1

Choose centers at p2 and p3:

T

19

⎣ ⎦

This will cause the following reduction

⎢1⎥
b1  ⎡1⎤

W2  2 2 , b2  1−3 −3

−2

−1

0

1

2

3

−2

−1

0

1

2

−2

3

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

Choose bias to be 1:

in the basis functions where they meet:

Choose the second layer bias to 

produce negative outputs, unless we

are near p2 and p3. Choose second 

layer weights so that output moves

above 0 near p2 and p3. 
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³﹍©0 ¿i1°mb1? ¾ ·¨Æh﹞

RADIAL BASIS SOLUTION

 ¾ ·¨Æh﹞XOR :¿︻1︺m ¾1½ ·Ã1C 1? ﹏W ¶0`

۱ ę ¾²` a? 0` 1½c﹋a﹞
2

p  ²
3

p «Â°﹋ ¿﹞ <1ZF±0č ۲ ę 1? a?0a? 0` f1Ã1?۱ «Â°﹋ ¿﹞ <1ZF±0č

۳ ę k½1﹋ `0]﹆﹞ ¯Ã0 ·﹋ \³m ¿﹞ I︻1? ¯Ã0

]F﹀Â? 1ق﹀G0 ·Ã1C ︹?0³G `\č

 4]>﹞ b0 c﹋0a﹞ ¾ ·¨q1﹁ Ė

% ę·﹋ \³m ¿﹞ <1ZF±0 ¾0 ·±³﹎ ·? ²\ ¾ ·Ã﹐ f1Ã1?

? ﹉Ã\c± ¾\²`² ·﹊°Ã0 a﹍﹞ ċ]±³m ¿﹀°﹞ 1½ ¿O²a[ ·

2
p  1Ã

3
p ]m1?Ċ

' ę ·﹋ \³m ¿﹞ <1ZF±0 ¾0 ·±³﹎ ·? ²\ ¾ ·Ã﹐ ®b²

 ﹉Ã\c±
2

p  ²
3

p ]°﹋ E﹋aW a﹀q ¾﹐1? ·? ¿O²a[č



17 Final Decision Regions
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FINAL DECISION REGIONS

 ¾ ·¨Æh﹞XOR :¿︻1︺m ¾1½ ·Ã1C 1? ﹏W ¶0` č¿Ã1¼± «Â¬pG ¿W0³±

EhÂ± ﹏W ¶0` ¯ÃaF¼? ﹏W ¶0` ¯Ã0č

0\a? ¯ÃaG ﹉Ã\c± ·? 0` ¾\²`² ¾1½³﹍©0 ·lÂ¬½ 0aÃb `

 ]½\ ¿¬± E>h± AÃ1G³G²aCĚ ف﹑[a?MLPĊę

o «Â¬pG ¾1½ba﹞ `\RBF Ei0 ¾0 ¶aÃ0\Ċ

o «Â¬pG ¾1½ba﹞Ei0 ¿x[ ®²aFBiaC `\Ċ

o «Â¬pG ¿W0³± `\RBF  

Ei0 ¾0 ¶aÃ0\ ¿W0³± b0 ¿>Â﹋aGĊ

o «Â¬pG ¿W0³± `\MLP  

Ei0 w[ ]°S b0 ¿>Â﹋aGĊ

 \³m ¿﹞ ¶\1﹀Fi0 ®²a± ¾\1Ãb \0]︺G ¿F﹇²

Ě]±`0\ «½ ·? ﹉Ã\c± c﹋0a﹞ ·﹋ę ċ

 ¿Ã0]F?0 ¾1½ba﹞RBF  EhÂ± o©1[ ¾0 ¶aÃ0\ a﹍Ã\

Ě ¿Ã0]F?0 ¾1½ba﹞MLP EhÂ± o©1[ ¿x[ a﹍Ã\ «½Ċę

\³O² ¯Ã0 1?  č

 ¾1½ ·﹊>m ·? ¾0 ¶aÃ0\ ¾1½ba﹞ ®\0\ E>h±RBF  ²

 ¾1½ ·﹊>m ·? ¿x[ ¾1½ba﹞MLP  

©0 ¾ ¶]°°﹋ ¾]°? ·﹆>y ®0³°︻ ·? 1¼±2 D1Â¨¬︻ ³ \` \`ک﹍

]°﹋ ¿﹞ ﹉¬﹋Ċ

−3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2

−1

0

1

2

3

«Â¬pG ¿W0³±

¿﹀°﹞ 1½ ¶aÃ0\ ®²aÂ? ² E>J﹞ 1½ ¶aÃ0\ ﹏[0\
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17 Global Versus Local

24

• Multilayer networks create a distributed representation.

– All sigmoid or linear transfer functions overlap in their activity.

• Radial basis networks create local representations.

– Each basis function is only active over a small region.

• The global approach requires fewer neurons. The local 

approach is susceptible to the “curse of dimensionality.”

• The local approach leads to faster training and is suitable 

for adaptive methods.
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Ğ¾ai0ai ĝ a?0a? `\Ğ¿¨V﹞ĝ

GLOBAL VERSUS LOCAL

 `\ ¿¨V﹞ 1ل﹆F±0 ︹?0³G =Ã1︺﹞ ² 1Ã0c﹞RBF  `\ ¾ai0ai 1ل﹆F±0 ︹?0³G ·? E>h±MLP

o ¾1½ ·﹊>mMLP ]°°﹋ ¿﹞ \1NÃ0 ¶]m ︹Ãb³G ¿Ã1¬±b1? ﹉ÃĊ

•m³B¬½ ¾0`0\ \³[ ¾1½ EÂ©1︺﹁ `\ ¿x[ 1Ã ]ÂÇ³¬﹍Âi 1ل﹆F±0 ︹?0³G ¾ ·¬½ ¿±1

 ]°Fh½Ě]±`0\ ·O³G ﹏?1﹇ ¿O²a[ ² ]°Fh½ 1ل︺﹁ ¾\]︺F﹞ ¾1½ ®²a±ęĊ

o ¾1½ ·﹊>mRBF ]°°﹋ ¿﹞ \1NÃ0 ¿¨V﹞ ¿Ã1¬±b1? ﹉ÃĊ

• Ei0 ²`²\¾ ﹁︺1ل b0 ¾\²]V﹞ ¾ ·ÂW1± ¾²` a? w﹆﹁ ·Ã1C ︹?1G a½

Ě]°Fh½ ²\¾ ﹁︺1ل]V﹞ ¾1½ ®²a±ęĊ

o0\ ®1¼°C ¾ ·Ã﹐ `\ ¾aF¬﹋ ®²a± \0]︺G ·? ﹏Ã1¬G ¾ai0ai \a﹋ ¾²` \`

Ě\`0\ k﹆± ¾\²`² ¾1t﹁ b0 ¿﹎`c? kZ? ·? Yi1C `\ ®²a± a½ 0aÃbęĊ

l﹞ ¿¨V﹞ \a﹋ ¾²`ĞEÃ]︺Ö? ¿﹎`1RÂ? ĝ Ei0ĚNÃ0 ¾0a? 0aÃb \1﹊³ک ?· 

m ¶]°﹋0aC ¾\²`² ¾1t﹁ ai1Gai `\ ]Ã1? 1½ ·Ã1C c﹋0a﹞ ċ﹅Â﹇\ =Ãa﹆G ﹉Ã]±³  Ċ

FW0 ² «Ã`0\ ¾aFlÂ? ¾1½aF﹞0`1C ċ]m1? \1Ãb 1½ ®²a± \0]︺G ¿F﹇²¬1ل 

aFlÂ? «Â¬︺G `\ Eh﹊m ² ¿mb³﹞2 ¾1½ ¶\0\ ¾²` a? ·﹊>m jb0a? kÂ? 

\³m ¿﹞Ċę

o ¾1½ j²` ¾0a? ² \³m ¿﹞ aG ︹Ãai jb³﹞2 ·? aN°﹞ ¿¨V﹞ \a﹋ ¾²`

 Ei0 =i1°﹞ ¿﹆Â>xGĚ¾0 ·¨Wa﹞²\ ¾1½ «FÃ`³﹍©0 n³p[ ·?Ċę

o Multilayer networks create a 

distributed representation.
• All sigmoid or linear transfer 

functions overlap in their activity.

o Radial basis networks create 

local representations.
• Each basis function is only active 

over a small region.

o The global approach requires 

fewer neurons. 

The local approach is 

susceptible to the “curse of 

dimensionality.”

o The local approach leads to 

faster training and is suitable 

for adaptive methods.
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Ğ¾ai0ai ĝ a?0a? `\Ğ¿¨V﹞ĝ

GLOBAL VERSUS LOCAL

 `\ ¿¨V﹞ 1ل﹆F±0 ︹?0³G =Ã1︺﹞ ² 1Ã0c﹞RBF  `\ ¾ai0ai 1ل﹆F±0 ︹?0³G ·? E>h±MLP čjb³﹞2 D1|W﹑﹞

o b0 ¿q1[ ¾ ·ÂW1± `\ 1¼°G ¿mb³﹞2 ¾1½ ¶\0\ ċ¿±1﹞b ¾ ¶b1? ﹉Ã `\ a﹎0

E﹇\ \`0\ ﹏Ã1¬G ¾ai0ai ¿Ã1¬±b1? ﹉Ã ¶1﹎ ®2 ċ]±³m a½1} ¾\²`² ¾1t﹁ 

]½\ \³>¼? ¿W0³± aÃ1i `\ ¿Ã1¬±b1? ®2 ®\a﹋  ·°Ãc½ 1? ¿W0³± ®2 `\ 0` ®2Ċ

Em0\ ]°½0³Z± ¿﹎\aFh﹎ ®1¬½ 1? 0` ﹏﹊l﹞ ¯Ã0 ¿¨V﹞ ¾1½ ¿Ã1¬±b1?Ċ

oċEi0 1¾ ²`²\¾ ﹁︺1لt﹁ b0 ¿﹊S³﹋ ¾ ·ÂW1± `\ 1¼°G ®²a± a½ ·﹋ 1N±2 b0

]F﹀Â? ·ÂW1± ®2 b0 L`1[ ¾\²`² a﹎0 ċ\³m ¿¬± «Â|°G ®2 ¾1½ ®b²Ċ



·﹊>m ¿︻³°p﹞ ¿>p︻ ¾1½ 

¿︻1︺m ¾ ·Ã1C ︹?0³G ¾1½ ·﹊>m

RBF
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 ¾1½ ·﹊>m jb³﹞2RBF

RADIAL BASIS TRAINING

oÃ0 `\ ċ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ¾1½ f1Ã1? ² 1½ ®b² \a﹊¨¬︻ ² 1ل﹆F±0 ︹?1G ¿¨V﹞ E︺Â>y ﹏Â©\ ·? 1N°

 ¾1x[ ¾1½ ·Ã²` `\ ¾`1Âh? ¿±]l±1u`0 ¿¨V﹞ ¾1½ «¬Â± ¿﹞ ·﹋ \`0\ \³O² ﹏Ã1¬G

RBF Ě ·? E>h±MLP ę]m1? ·Fm0\ \³O²Ċ

o ċ﹏Â©\ ¯Â¬½ ·? ®1Ã\0a﹎ a? ¿°F>﹞ ¾1½ «FÃ`³﹍©0 ¾1½ ·﹊>m ﹏﹞1﹋ jb³﹞2 ¾0a?RBF 

]°FhÂ± ¶]°°﹋ ¿u0`Ċ

o ﹅Â﹇\ «Â|°G ¾0a? ċEÂ︺﹇³﹞ a?1°? ®1Ã\0a﹎ a? ¿°F>﹞ ¾1½ «FÃ`³﹍©0(fine-tune)  ®\a﹋

\³m ¿﹞ ¶\1﹀Fi0 ċ]m ¶\0\ jb³﹞2 j²` aÃ1i wi³G Ø1Ç0]F?0 ·﹊±2 b0 gC ·﹊>mĊ

 jb³﹞2RBF  ¾\]︺F﹞ ¾1½ j²` 1?Ě®1Ã\0a﹎ a? ¿°F>﹞ ¾1½ j²` a? ¶²﹑︻ ęEi0 ¯﹊¬﹞Ċ

 jb³﹞2 «FÃ`³﹍©0 ¯ÃaG ²0ل]F﹞RBF  \³m ¿﹞ ﹏Â﹊lG ·¨Wa﹞ ²\ b0

\³m ¿﹞ `1﹋ ·±1﹎0]O `³y ·? ·Ã﹐ ﹉Ã 1? ·¨Wa﹞ a½ `\ ²Ċ



17 Radial Basis Training

29

• Radial basis network training generally consists of two 

stages.

• During the first stage, the weights and biases in the first 

layer are set. This can involve unsupervised training or 

even random selection of the weights.

• The weights and biases in the second layer are found 

during the second stage. This usually involves linear least 

squares, or LMS for adaptive training.

• Backpropagation (gradient-based) algorithms can also be 

used for radial basis networks.
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 ¾1½ ·﹊>m jb³﹞2RBF

RADIAL BASIS TRAINING

¾0 ·¨Wa﹞²\ «FÃ`³﹍©0

o `\²0ل ¾ ·¨Wa﹞]±³m ¿﹞ «Â|°G ²0ل ¾ ·Ã﹐ `\ 1½ f1Ã1? ² 1½ ®b² ċč

o\³m ª1N±0 1½ ®b² ¿﹁\1pG <1ZF±0 ¿FW 1Ã D`1|± ®²]? jb³﹞2 1? ]±0³G ¿﹞ `1﹋ ¯Ã0Ċ

o `\ª²\ ¾ ·¨Wa﹞]±³m ¿﹞ ¯ÂÂ︺G ª²\ ¾ ·¨Wa﹞ `\ 1½ f1Ã1? ² 1½ ®b² ċč

o 1Ã ¿x[ D1︺?a﹞ ﹏﹇0]W j²` ﹏﹞1m`1﹋ ¯Ã0LMS Ei0 ¿﹆﹁² jb³﹞2 ¾0a?Ċ

 jb³﹞2 «FÃ`³﹍©0 ¯ÃaG ²0ل]F﹞RBF  \³m ¿﹞ ﹏Â﹊lG ·¨Wa﹞ ²\ b0

\³m ¿﹞ `1﹋ ·±1﹎0]O `³y ·? ·Ã﹐ ﹉Ã 1? ·¨Wa﹞ a½ `\ ²č
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 ¾1½ ·﹊>m jb³﹞2RBF

RADIAL BASIS TRAINING

¾0 ·¨Wa﹞²\ «FÃ`³﹍©0 č«FÃ`³﹍©0 ¯ÃaG ¶\1i

oFlÂ? ¾ ·Ã1C ︹?0³G \0]︺G ċ]﹞2`1﹋ =Ãa﹆G j²` ¯ÃaG ﹅Â﹇\ 0aÃb ċEhÂ± ·°Â¼? 0²ل` ¯Ã0 `\ 0` ¾a

]½\ ¿﹞ `0a﹇ ċEi0 aG ¶]ÂRÂC ®2 `\ =Ãa﹆G \`³﹞ ︹?1G ·﹋ ¿Ã1½ ·ÂW1±Ċ

o`\ ² \³m ¿¬± ¶\1﹀Fi0 ¾\²`² ¾1t﹁ ¾ ·ÂW1± ﹏﹋ ċ¾\a?`1﹋ ﹏Ç1h﹞ b0 ¾`1Âh? `\ ¶²﹑︻ ·? 

]±²` ¿﹞ `]½ ·Ã1C ︹?0³G b0 ¾`1Âh? ċ·NÂF±Ċ

o b0 ċ]±³m ¿﹞ <1ZF±0 ¾`³G ﹉Ã ¾²` a? c﹋0a﹞ ¿F﹇²ĞEÃ]︺Ö? ¿﹎`1RÂ? ĝ]±a? ¿﹞ M±` č°︺Ã 1? ¿

 \³m ¿﹞ \1Ãb ¿i]°½ `³y ·? ªb﹐ ¾ ·Ã1C ︹?0³G \0]︺G ċ¾\²`² ¾1t﹁ ]︺? kÃ0c﹁0

Ě ¾0a?1d =  ċn  ¾0a? ċ®²a±2d =  ċ
2n  ² ®²a±ĊęĊĊĊ

 ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ¾1½ ®b²Ěc﹋0a﹞ ę ¾³﹍©0 ﹉Ã `\ ¾`³G(grid)  ]±³m ¿﹞ k°ÂS ¾\²`² ¾ ¶b1? ai1Gai `\

]°m1? ·Fm0\ 0` ¿±1m³B¬½ b0 ¾0 ·O`\ ·Ã1C ︹?0³G 1G \³m ¿﹞ <1ZF±0 E?1K f1Ã1? ﹉Ã ²Ċ
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 ¾1½ ·﹊>m jb³﹞2RBF

RADIAL BASIS TRAINING

¾0 ·¨Wa﹞²\ «FÃ`³﹍©0 č «FÃ`³﹍©0۲

o]Â﹀﹞ ·﹊>m ¾0a? ·﹋ ]±aÂ﹎ `0a﹇ ¿Ã1½ ·ÂW1± `\ 1½ ·Ã1C c﹋0a﹞ ·﹋ ]°﹋ ¿﹞ ¯Â¬tG `1﹋ ¯Ã0 Ei0Ċ

oEhÂ± ·°Â¼? 0²ل` ¯Ã0 ċ<1ZF±0 ®\³? ¿﹁\1pG ﹏Â©\ ·? 1﹞0Ċ

 ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ¾1½ ®b²Ěc﹋0a﹞ ę ¿﹁\1pG D`³q ·? `\ ¾\²`² ¾1½`0\a? b0  ·︻³¬N﹞aÃb ﹉Ã =©1﹇ `\

]±³m ¿﹞ <1ZF±0 ¿mb³﹞2 ¾ ·︻³¬N﹞

 ]°m1? ·Fm0\ 0` ¿±1m³B¬½ b0 ¾0 ·O`\ ·Ã1C ︹?0³G 1G \³m ¿﹞ <1ZF±0 E?1K f1Ã1? ﹉Ã ²Ċ
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 ¾1½ ·﹊>m jb³﹞2RBF

RADIAL BASIS TRAINING

¾0 ·¨Wa﹞²\ «FÃ`³﹍©0 č «FÃ`³﹍©0۳

o]±aÂ﹎ `0a﹇ ·O³G ﹏?1﹇ EÂ©1︺﹁ 1? ¿Ã1½ ·ÂW1± `\ 1½ ·Ã1C c﹋0a﹞ ·﹋ ]°﹋ ¿﹞ ¯Â¬tG `1﹋ ¯Ã0Ċ

 ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ¾1½ ®b²Ěc﹋0a﹞ ę a}1± ®²]? jb³﹞2 1?]±³m ¿﹞ ¯ÂÂ︺Gč

Â°﹋ ¿﹞ ¶\1﹀Fi0 ¾\²`² ¾1t﹁ ¾]°? ·m³[ ¾0a? ¯±³½³﹋ ¿F?1﹇` ¾ ·Ã﹐ ·? ·Â>m ¿m²` b0«

Ď«ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ ·Ã1C ︹?0³G c﹋0a﹞ ®0³°︻ ·? 0` 1½ ·m³[ c﹋0a﹞ ²

 ]°m1? ·Fm0\ 0` ¿±1m³B¬½ b0 ¾0 ·O`\ ·Ã1C ︹?0³G 1G \³m ¿﹞ <1ZF±0 E?1K f1Ã1? ﹉Ã ²Ċ



17 Assume Fixed First Layer

We begin with the case where the first layer weights (centers) are 

fixed. Assume they are set on a grid, or randomly set. For random

weights, the bias can be

The training data is given by

With first layer weights and biases fixed, the first layer output can

be computed:

34

This provides a training set for the second layer:
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 ¾1½ ·﹊>m jb³﹞2RBF

ASSUME FIXED FIRST LAYER

¾0 ·¨Wa﹞²\ «FÃ`³﹍©0 č ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ®\³? E?1K ra﹁ 1?Ě²0ل ¾ ·¨Wa﹞ę

Ã﹐ ¾1½ ®b² ®2 `\ ·﹋ «Â°﹋ ¿﹞ ~²am ¿F©1W 1?Ě1½c﹋a﹞ ę]°Fh½ E?1KĊ· ¾ ²0ل 

? ¶]m «Â|°G ¿﹁\1pG D`³q ·? 1Ã ]±0 ·F﹁a﹎ `0a﹇ ¾`³G ﹉Ã ¾²` a? 1½c﹋a﹞ «Â°﹋ ¿﹞ ra﹁]m1Ċ

]m1? aÃb D`³q ·? ]±0³G ¿﹞ f1Ã1? ċ¿﹁\1pG ¾1½ ®b² ¾0a?č

 ¶0³Z©\ ¾ ·O`\ b0 ®1°Â¬y0 ¾0a?

·Ã1C ︹?0³G ®1Â﹞ ¿±1m³B¬½

\³m ¿﹞ ¶\0\ aÃb D`³q ·? ¿mb³﹞2 ¾1½ ¶\0\ ·︻³¬N﹞č

ċ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ¾1½ f1Ã1? ² 1½ ®b² ®\³? E?1K 1?

\³m ·>i1V﹞ aÃb D`³q ·? ]±0³G ¿﹞ ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ¿O²a[č

]°﹋ ¿﹞ «½0a﹁ ²\ ¾ ·Ã﹐ ¾0a? ¿mb³﹞2 ¾ ·︻³¬N﹞ ﹉Ã ¯Ã0 ·﹋č

max
d č²1N﹞ c﹋0a﹞ ¯Â? ·¨q1﹁ aJ﹋0]W`

1S č²0ل ¾ ·Ã﹐ ®²a± \0]︺G
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 ¾1½ ·﹊>m jb³﹞2RBF

ASSUME FIXED FIRST LAYER

¾0 ·¨Wa﹞²\ «FÃ`³﹍©0 č ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ®\³? E?1K ra﹁ 1?Ěª²\ ¾ ·¨Wa﹞ę

¿Ã1¼± 0²ل`č

]﹞1︺F﹞ D1︺?a﹞ ﹏﹇0]W

 ª1± ·? ¿x[ ¾1½ ل]﹞ \1NÃ0 ¾0a? ¿﹞³¬︻ j²` ﹉Ã f1i0 a?Ğ·︻³¬N﹞aÃb <1ZF±0ĝ

 ¯﹊¬﹞ c﹋0a﹞ b0 ¾\1Ãb \0]︺G 1? j²` ¯Ã0Ě¿mb³﹞2 ¾1½ ¶\0\ b0 ¾\²`² ¾1½`0\a? ¾ ·¬½ Ø﹐³¬︺﹞ę]°﹋ ¿﹞ ~²am ċĊ

]°﹋ ·﹁1u0 ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ®b² ·? 1G ]°﹋ ¿﹞ <1ZF±0 0` c﹋a﹞ ﹉Ã ċ0²ل` b0 ·¨Wa﹞ a½ `\Ċ

]½\ ¿﹞ k½1﹋ 0` 1x[ D1︺?a﹞ ~³¬N﹞ ®0cÂ﹞ ·S ]Ã]O ®²a± ·﹋ Ei0 f1i0 ¯Ã0 a? <1ZF±0 ¯Ã0Ċ

]±³m ¶\`²2a? w?0³u ¿[a? ·﹊°Ã0 1G ]±³m ¿﹞ ·﹁1u0 1½ ®²a±

Ě·﹊>m ¾aÃ_C «Â¬︺G ®\a﹋ «¬Ãc﹋1﹞ ¾ ·x?1u Ø﹑J﹞Ċę



17 Linear Least Squares (2nd Layer)

37
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 ¾1½ ·﹊>m jb³﹞2RBF

LINEAR LEAST SQUARES (2ND LAYER)

¾0 ·¨Wa﹞²\ «FÃ`³﹍©0 č ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ®\³? E?1K ra﹁ 1?Ěª²\ ¾ ·¨Wa﹞ čę ¿x[ D1︺?a﹞ ﹏﹇0]WĚ²\ ¾ ·Ã﹐ę



17 Matrix Form

39
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MATRIX FORM

¾0 ·¨Wa﹞²\ «FÃ`³﹍©0 č ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ®\³? E?1K ra﹁ 1?Ěª²\ ¾ ·¨Wa﹞ čę ¿x[ D1︺?a﹞ ﹏﹇0]WĚ²\ ¾ ·Ã﹐ čę¿hÃaG1﹞ ªa﹁

a? kÂ? b0 ¾aÂ﹎³¨O `³|°﹞ ·? ®³Âi0cÃ`﹐³﹎` ¾0a?jb0



17 Linear Least Squares Solution
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LINEAR LEAST SQUARES SOLUTION

¾0 ·¨Wa﹞²\ «FÃ`³﹍©0 č ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ®\³? E?1K ra﹁ 1?Ěª²\ ¾ ·¨Wa﹞ čę ¿x[ D1︺?a﹞ ﹏﹇0]WĚ²\ ¾ ·Ã﹐ čę﹏W ¶0`

hÃ0 v1﹆± ¯F﹁1Ã®1F

m1? E>J﹞ ¯Â︺﹞ ¿h½ a﹎0]tUIUUx
TT 1][  



17 Example (1)
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EXAMPLE

1J﹞Ě۱  b0%ęل 

) ¿mb³﹞2 ¾ ·±³¬±č

 ﹉ÃRBF  1?۳  ︹?1G ®\b =Ãa﹆G ¾0a? ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ `\ ®²a±gč

]±³m ¿﹞ <1ZF±0 ¾²1h﹞ ¾ ·¨q1﹁ 1? ¾\²`² ¾ ¶\²]V﹞ `\ ·Ã1C ︹?0³G c﹋0a﹞ č-2 ċ0 ċ+2
\³m ¿﹞ <1ZF±0 v1﹆± ¯Â? ¾1t﹁ ¾ ·±1Â﹞ `\ «½ f1Ã1?Ċ



17 Example (2)
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EXAMPLE

1J﹞Ě۲  b0%ęل 

«Â°﹋ ¿﹞ ·>i1V﹞ 0` ²0ل ¾ ·Ã﹐ ¿O²a[č

 ¾ ·>i1V﹞U  ²t  ¾²` b0
1ač



17 Example (3)
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EXAMPLE

1J﹞Ě۳  b0%ęل 

0



17 Example (4)
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17 Bias Too Large
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• Given a set of potential first layer weights (centers), which 

combination should we use?

• An exhaustive search is too expensive.

• Forward selection begins with an empty set and adds 

centers one at a time.

• Backward elimination begins by using all of the potential 

centers and then removes them one at a time.

• There are other combinations of the forward and backward 

methods.

• We will concentrate on one forward selection method, 

called Orthogonal Least Squares.
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• There will be one row of U for each input/target pair.

• If we consider all input vectors as potential centers, there 
will be one first-layer neuron for each input vector:
n = Q +1.

• In this case, the columns of U represent the potential 
centers.

• We will start with zero centers selected, and at each step
we will add the center (or column of U) which produces
the largest reduction in squared error.
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To convert to original weights:
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¾]°? ·m³[ č ¾ ·﹊>m ²0ل ¾ ·Ã﹐ `\ 1½ f1Ã1? ² 1½ ®b² <1ZF±0 ¾0a? a﹍Ã\ \a﹋ ¾²` ﹉ÃRBFĊ

Ě ² ¯±³½³﹋ ﹏J﹞ ¿F?1﹇` ¾1½ ·﹊>m b0 ¶\1﹀Fi0 ]°±1﹞ęĊĊĊ

1½c﹋a﹞ <1ZF±0 ¾1½ j²`

CLUSTERING

¾]°? ·m³[

Ã﹐ jb³﹞2 ¾0a? ¾]°? ·m³[ j²` `\ ¶³﹆©1? ︿︺u ·x﹆±RBFč· ¾ ²0ل 

\`0_﹎ ¿﹞ `1°﹋ 0` 1½ E﹎`1G ² \aÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ 0` ¾\²`² ¾1½`0\a? w﹆﹁ j²` ¯Ã0Ċ

⇐ ? aG ¶]ÂRÂC «Ã`0\ ¾aF¬﹋ ®²a± ·﹋ ¿Ã1½ ·ÂW1± `\ ċ¿±b =Ãa﹆G ¾0a? a|± \`³﹞ ︹?1G Ei0 ¯﹊¬﹞ `\ ² ]m1

]°﹋ ¿¬± ︹Ãb³G =i1°﹞ `³y ·? 0` c﹋0a﹞ ¾]°? ·m³[ E©1W ¯Ã0Ċ

 ² ]±0 ·F﹁a﹎ `0a﹇ ·﹊>m ¾ ¶\1﹀Fi0 aC ¿W0³± `\ ¿mb³﹞2 ¾1½ ¶\0\ ·﹋ \³? `0²]Â﹞0 ®0³G ¿﹞ ċ¿﹁ay b0

Ei0 aG ﹅Â﹇\ ¿W0³± ¯Ã0 `\ ︹?1G =Ãa﹆G ċ¯Ã0a?1°?Ċ

¾\²`² ¾1t﹁ ¾]°? ·m³[

⇓
 1½ AÃ1G³G²aC ¾²1W ¿F?1﹇` ¾ ·﹊>m ¾1½axi ċjb³﹞2 b0 gCĚ1½ ·m³[ c﹋0a﹞ ę]°Fh½Ċ

b0 c﹋0a﹞ 1½ ·m³[ ®0³°︻ ·? c﹋0a﹞ ︹?0³G ·Ã1C ¶\1﹀Fi0 «Â°﹋ ¿﹞Ċ

 ĕ ¾]°? ·m³[ ¾1½ j²` aÃ1i b0 ®0³G ¿﹞Ě ]°±1﹞K-means ę\a﹋ ¶\1﹀Fi0 «½Ċ

gC b0 ¯Ã0  j²` b0 ®2 ¾1½ f1Ã1? ² ª²\ ¾ ·Ã﹐ ¾1½ ®b² ¾0a? ċ·¨Wa﹞LMS \³m ¿﹞ ¶\1﹀Fi0Ċ



17 Competitive Learning for First Layer

• Cluster the input space using a competitive layer (or 

Feature Map).

• Use the cluster centers as basis function centers.

• The bias can be computed from the variation in each 

cluster:
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1½c﹋a﹞ <1ZF±0 ¾1½ j²`

COMPETITIVE LEARNING FOR FIRST LAYER

¾]°? ·m³[ č²0ل ¾ ·Ã﹐ ¾0a? ¿F?1﹇` ¾aÂ﹎\1Ã

o ¿F?1﹇` ¾ ·Ã﹐ ﹉Ã b0 ¶\1﹀Fi0 1? 0` ¾\²`² ¾1t﹁ĚÃ 1

¿﹎eÃ² ¾ ·l﹆± ę]Â°﹋ ¾]°? ·m³[Ċ

ob0 ¾1½c﹋a﹞ 1½ ·m³[ ®0³°︻ ·? c﹋0a﹞ ︹?0³G ·Ã1C 

¶\1﹀Fi0 ]Â°﹋Ċ

og±1Ã`0² ¾²` b0 ®0³G ¿﹞ f1Ã1? a½  ·>i1V﹞ ·m³[

\³mĊ

o Cluster the input space using a 

competitive layer (or Feature Map).

o Use the cluster centers as basis function 

centers.

o The bias can be computed from the 

variation in each cluster:

↙ 
\³? ]½0³[ D²1﹀F﹞ «½ 1? 1½ ®²a± f1Ã1?Ċ

↙ 
®2 ¾1½ ·Ã1h¬½ ² c﹋a﹞ ®1Â﹞ ·¨q1﹁ wi³F﹞

c
n  Ė﹉Ã ¾ ·Ã﹐ ¾1½ ®²a± \0]︺G

Ěc﹋a﹞ `0\a? ·? ﹉Ã\c± ¾1½`0\a? \0]︺Gę



17 Backpropagation
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`1lF±0 gC

BACKPROPAGATION

¿x[aÂ︾ ¾b1i ·°Â¼? č jb³﹞2RBF  ·?1l﹞MLPĊ

¾0a?  ¾ ·﹊>m ﹏﹞1﹋ jb³﹞2RBF  ¾0a? 1﹞0 ċ\³m ¿¬± ¶\1﹀Fi0fine-tune Ei0 =i1°﹞ ·Â©²0 jb³﹞2 b0 gC ·﹊>m ®\a﹋Ċ
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 jaFh﹎OLS ¿O²a[ ]°S ¾0a?

¶cÃ`﹐³﹎` ¿Ã2`1﹋ `1Â︺﹞ b0 ¶\1﹀Fi0

﹉Ã ¾ ·Ã﹐ f1Ã1? ² 1½ ®b² <1ZF±0 ¾0a? ﹉ÂF±d «FÃ`³﹍©0 b0 ¶\1﹀Fi0

¶\1﹀Fi0 b0 «FÃ`³﹍©0 ¾b1i «¬Ãc﹋1﹞ ]Â﹞0 (EM) ﹉Ã ¾ ·Ã﹐ f1Ã1? ² 1½ ®b² <1ZF±0 ¾0a?

 b0 ¶\1﹀Fi0 ¾0a? ®³Âia﹎` E[`\﹉Ã ¾ ·Ã﹐ f1Ã1? ² 1½ ®b² <1ZF±0

 ¾`1¬︺﹞RBF ]½\ ¿﹞ \1¼°lÂC 0` jb³﹞2 ¾0a? ¾\]︺F﹞ ¾1½\a﹋ ¾²` \³[ ¾\³[ ·?Ċ



·﹊>m ¿︻³°p﹞ ¿>p︻ ¾1½ 

¿︻1︺m ¾ ·Ã1C ︹?0³G ¾1½ ·﹊>m
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