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®0a¼G ¶1﹍l±0\

http://courses.fouladi.ir/algorithm

Fibonacci Heaps
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¿S1±³>Â﹁ AÂ½

FIBONACCI HEAP

ċEi0 ¾0 ·¨¬O²\ AÂ½ ·?1l﹞ ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ `\ D1Â¨¬︻ ¾0aO0 ®1﹞b
·﹋ D²1﹀G ¯Ã0 1?č

 ¾ ¶]m ¯﹊mai ®1﹞b `\ ċ]°FhÂ± ap°︻ ﹉Ã ف_W ﹏﹞1m ·﹋ ¿G1Â¨¬︻O(1) ]±³m ¿﹞ 0aO0Ċ

Ei0 aG ¶\1i ¾0 ·¨¬O²\ AÂ½ ·? E>h± ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ `1F[1iĊ

Ě\³m ·F[0]±0 aÂ[5G ·? \³m ®1i2 ®2 ¾0aO0 ·﹋ ¿±1﹞b 1G ]±0³G ¿﹞ ċ]°﹋ ¿﹞ {﹀W 0` AÂ½ `1F[1i ·﹋ ¾`1﹋ęĊ
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¿S1±³>Â﹁ AÂ½

FIBONACCI HEAP

 ĕ ¾ ·>Ga﹞ b0 E[`\ ﹉Ã Ø1﹞²c© 1½ ·lÃ` EhÂ© `\  \`0]± \³O²Ě·>Ga﹞ «½ ¾1½ E[`\ \³O² ®1﹊﹞0Ċę

 ·﹋ D²1﹀G ¯Ã0 1? ¾0 ·¨¬O²\ AÂ½ ·?1l﹞
1﹞0 ċEi0 ¶]m =Ga﹞ ¾0 ·¨¬O²\ AÂ½ ﹏[0\ ¾1½ E[`\ EhÂ©

Ei0 =Ga﹞1± ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ﹏[0\ ¾1½ E[`\ EhÂ©Ċ

¿S1±³>Â﹁ AÂ½
Fibonacci Heaps
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¿S1±³>Â﹁ AÂ½

FIBONACCI HEAP

¿Ã1¬±b1?

¶a﹎ `1F[1ič
¶a﹎ ]Â¨﹋ `0]﹆﹞

¶a﹎ ®0]±ba﹁ \0]︺G

¶a﹎ \0c¬½ ¯ÃaG AS ·? ¾a﹎ ¶`1m0 ¶a﹎ \0c¬½ ¯ÃaG Ei0` ·? ¾a﹎ ¶`1m0

¶\0\ ®1¬F[1i `1F[1ič\³m ¿﹞ ¶\1﹀Fi0 ¾³﹆¨W ¾ ·﹁ay²\ ¾]±³ÂC EhÂ© b0č
Ě `\ ¶a﹎ ﹉Ã ف_W EÃc﹞O(1)  ®1﹞b `\ EhÂ© ²\ 1قV©0 ²O(1)ę

 a﹎ ¶`1m0min[H]  «¬Â± ¿﹞ ]Â¨﹋ ¾0`0\ E[`\ ¾ ·lÃ` ·?Ě·lÃ` EhÂ© `\ę

 ¶a﹎ ]©0² ·? ¾a﹎ ¶`1m0Ě ·lÃ` `\NILę

¶a﹎ ®0]±ba﹁ b0 ¿﹊Ã ·? ¾a﹎ ¶`1m0

E﹞﹑︻ ]Â¨﹁ čĞ¿©³? `0]﹆﹞  ĝ
 ¶a﹎ 1Ã2x  ¾ ¶a﹎ ]±ba﹁ ·﹋ ¾`1? ¯Ãa[2 b0

ĈEi0 ¶\a﹋ aÂÂ︽G ċEi0 ¶]m ¾a﹍Ã\

]°﹋ ¿﹞ ¶`1m0 j\³[ ·? \³O² ª]︻ D`³q `\Ċ

n(H )  Ė `\ ¾`1O ¾1½ ¶a﹎ \0]︺GH

  min[H] = NIL Ei0 AÂ½ ®\³? ¿©1[ ¿°︺﹞ ·?Ċ
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¿S1±³>Â﹁ AÂ½

FIBONACCI HEAP

﹝1Jل
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¿S1±³>Â﹁ AÂ½

FIBONACCI HEAP

¿S1±³>Â﹁ AÂ½ D1Â¨¬︻ ¿Ã2`1﹋ ¿°﹊mai ﹏Â¨VG ¾0a? ﹏Âh±1FC ︹?1G

AÂ½ ¾ ·lÃ` EhÂ© `\ 1½ E[`\ \0]︺G AÂ½ `\ `0\ E﹞﹑︻ ¾1½ ¶a﹎ \0]︺G

2 ¾ ¶]°½\ ﹏Â﹊lG ¿S1±³>Â﹁ ¾1½ AÂ½ ¾1½ ﹏Âh±1FC ︹¬O 1? a?0a? ¿S1±³>Â﹁ ¾1½ AÂ½ b0 ¾0 ·︻³¬N﹞ ﹏Âh±1FCEi0 ®Ċ
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=Ga﹞1± ¾0 ·¨¬O²\ E[`\

UNORDERED BINOMIAL TREE

 =Ga﹞1± E[`\ ﹉Ã ĚEhÂ± «¼﹞ ®2 `\ ¶a﹎ a½ ®0]±ba﹁ ¾aÂ﹎`0a﹇ EÂ︺﹇³﹞ ·﹋ę
\³m ¿﹞ ︿Ãa︺G ¿Fl﹎b1? D`³q ·?č

o a﹎0 «Ã`0\ 1¼°G ¾ ¶a﹎ ﹉Ã ċ]m1?Ċ
o a﹎0  ċ]m1? \³m ¿﹞ ·F[1i aÃb D`³q ·?č

Ğ ¾1½ E[`\ b0 ¿﹊Ã ¾ ·lÃ`  E[`\ ¾ ·lÃ` ]±ba﹁ ®0³°︻ ·? 0` «Â°﹋ ¿﹞ ·﹁1u0 a﹍Ã\Ċĝ

=Ga﹞1± ¾0 ·¨¬O²\ E[`\
Onordered Binomial Tree
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=Ga﹞1± ¾0 ·¨¬O²\ E[`\

UNORDERED BINOMIAL TREE

1½ ¿﹎eÃ²

 E[`\ ¾ ·lÃ` ¾ ·O`\  1? a?0a? ĎEi0
Ei0 a﹍Ã\ ¾ ¶a﹎ a½ ¾ ·O`\ b0 aG گ`c? ·﹋Ċ

 ¾1½ E[`\aÃb ¾1½ ·lÃ` ċ·lÃ` ®0]±ba﹁ ċ ċĊĊĊ ċ ]°Fh½ AS ·? Ei0` b0Ċ

D²1﹀G ﹉Ã 1? ċEi0 =Ga﹞ ¾0 ·¨¬O²\ E[`\ ·?1l﹞ 1½ ¿﹎eÃ²č

=Ga﹞ ¾0 ·¨¬O²\ E[`\

 E[`\ ¾ ·lÃ` ¾ ·O`\  1? a?0a? ĎEi0
Ei0 a﹍Ã\ ¾ ¶a﹎ a½ ¾ ·O`\ b0 aG گ`c? ·﹋Ċ

 ¾1½ E[`\aÃb ¾1½ ·lÃ` ċ·lÃ` ®0]±ba﹁ ċ ċĊĊĊ ċ ]°Fh½ ¿>ÂGaG a½ ·?Ċ

=Ga﹞1± ¾0 ·¨¬O²\ E[`\
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¿S1±³>Â﹁ AÂ½

FIBONACCI HEAP

=Ga﹞1± ¿Ã²\²\ ¾1½ E[`\ b0 ¾0 ·︻³¬N﹞

Ei0 =Ga﹞1± ¾0 ·¨¬O²\ ¾1½ E[`\ b0 ¾0 ·︻³¬N﹞ ċ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ a½Ċ

 «Â°﹋ ¿﹞ ra﹁ ¿°﹊mai ¾1½ ﹏Â¨VG ¾0a?
 1½ ¶a﹎ ¾ ·¬½ ¾ ·O`\ ¾﹐1? ®0a﹋ 1? ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ `\n Ei0 ª³¨︺﹞ ċ¶a﹎č

nnD 
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ĞaÃ_C ª1︾\0 AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?

MERGEABLE-HEAP OPERATIONS

MAKE-FIB-HEAP()

FIB-HEAP-INSERT(H,x)

FIB-HEAP-MINIMUM(H)

)2H,1H(NIONU-EAPH-IBF

FIB-HEAP-EXTRACT-MIN(H)
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ĞaÃ_C ª1︾\0 AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
]Ã]O AÂ½ ﹉Ã \1NÃ0

 ÅÂm ¾0a?H  ·﹋ ]±0\a﹎ ¿﹞a? 0` ®2 ·? a﹎ ¶`1m0 ² \aÂ﹎ ¿﹞ ·|﹁1Wmin[H ] = NIL

MAKE-FIB-HEAP()

( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) 0 ( ) 0

ˆ (1)i i

H t H m H

t H m H H

c c O

Φ = +

= = ⇒ Φ =

⇓

= =

¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ ¿︺﹇0² ¾ ·°Ãc½
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ĞaÃ_C ª1︾\0 AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
¶a﹎ ﹉Ã L`\

 ¾ ·lÃ` EhÂ© ·? ² \³m ¿﹞ ·F[1i ¾]Ã]O ¾ ¶a﹎H \³m ¿﹞ ·﹁1u0Ċ
FIB-HEAP-INSERT(H,x)

 ¾1½ E[`\ =Â﹋aG ¾0a? L`\ 0²ل`
°﹋ ¿¬± ¿m﹑G ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ﹏[0\]č

 a﹎0k  ċ]½\ X` L`\ ¿C`\ ¿C ﹏¬︻k 
 ·lÃ` EhÂ© ·? ¾0 ¶a﹎ ﹉G E[`\

\³m ¿﹞ ·﹁1u0Ċ
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ĞaÃ_C ª1︾\0 AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
¶a﹎ ﹉Ã L`\ č1لJ﹞
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ĞaÃ_C ª1︾\0 AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
¶a﹎ ﹉Ã L`\ č¶]m ̄ ﹊mai ¾0aO0 ®1﹞b

( ) ( ) 2 ( )

( ) ( )

[ ( ) 1 2 ( )] [ ( ) 2 ( )]

1

ˆ (1) 1 (1)i i

H t H m H

H H

t H m H t H m H

c c O O

Φ = +

′ΔΦ = Φ − Φ

= + + − +

=

⇓

= + ΔΦ = + =

¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ ¿︺﹇0² ¾ ·°Ãc½
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ĞaÃ_C ª1︾\0 AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
«¬Â± ¿﹞ ¾ ¶a﹎ ¯F﹁1Ã

]±0\a﹎ ¿﹞a? 0` ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ap°︻ ¯ÃaG ﹉S³﹋Ċ
FIB-HEAP-MINIMUM(H)

( ) ( ) 2 ( )

( ) 0

ˆ (1)i i

H t H m H

H

c c O

Φ = +

ΔΦ =

⇓

= =

¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ ¿︺﹇0² ¾ ·°Ãc½

 a﹎ ¶`1m0 1? ¶a﹎ ¯Ã0min[H] Ei0 ¿?1Ã Ei\ ﹏?1﹇ Ø1¬Â﹆Fh﹞Ċ
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ĞaÃ_C ª1︾\0 AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ²\ ~1¬FO0

\aÂ﹎ ¿﹞ ~1¬FO0 «½ 1? 0` ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ²\Ċ
)2H,1H(NIONU-EAPH-IBF

 ]°﹋ ¿﹞ ﹏pF﹞ «½ ·? 0` AÂ½ ²\ ¾1½ ·lÃ` EhÂ© ¿﹎\1i ·? 0²ل` ¯Ã0
 gBi ²min  ¯Â? 0` ¿Ã1¼±min ]°﹋ ¿﹞ ¯ÂÂ︺G 1¼±2Ċ

=



17الگورىتم ها تـحلىلطراحی و 

E
d

it
io

n
rd

3
| 

2
0

2
5

  
S

p
ri

n
g

 
P

re
p

a
re

d
 b

y
 K

a
z

im
 F

o
u

la
d

i  
| 

  

ĞaÃ_C ª1︾\0 AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ²\ ~1¬FO0 č¶]m ̄ ﹊mai ¾0aO0 ®1﹞b

1 2

1 1 2 2

1 2 1 2

( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ( ) ( ))

[ ( ) 2 ( )] [ ( ) 2 ( )] [ ( ) 2 ( )]

0

(since,  ( ) ( ) ( ),  ( ) ( ) ( ))

ˆ (1) 0 (1)i i

H t H m H

H H H

t H m H t H m H t H m H

m H m H m H t H t H t H

c c O O

Φ = +

ΔΦ = Φ − Φ + Φ

= + − + + +

=

= + = +

⇓

= + ΔΦ = + =

¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ ¿︺﹇0² ¾ ·°Ãc½
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ĞaÃ_C ª1︾\0 AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
«¬Â± ¿﹞ ¾ ¶a﹎ L0aZFi0

]±0\a﹎ ¿﹞a? 0` ®2 `0]﹆﹞ ² ]°﹋ ¿﹞ ف_W 0` «¬Â± ¿﹞ ]Â¨﹋ ¾0`0\ ¾ ·lÃ`Ċ
FIB-HEAP-EXTRACT-MIN(H)

 «¬Â± ¿﹞ ¾ ¶a﹎ ®0]±ba﹁ ¾ ·¬½ ċ0²ل` ¯Ã0Ěz  ę
 ² ]°﹋ ¿﹞ ·﹁1u0 ·lÃ` EhÂ© ·? 0`z  b0 0`

W ·lÃ` EhÂ©Ċ_ف ﹝¿ ﹋°[
 a﹎0z  ċ]m1? ·Fm0]± ¾\0c¬½min ← NILĊ

 ·±a﹎²min  Ei0` \0c¬½ 1? a?0a? 0`z  `0a﹇
 ]½\ ¿﹞
`²CONSOLIDATE  ¿±0³[0a﹁ 0 `0²ل 

¾0`0\ ·lÃ` EhÂ© ﹏[0\ ¾1½ ¶a﹎ 1G ]°﹋ ¿﹞ 
]±³m cÃ1¬F﹞ ¾1½ ·O`\Ċ
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ĞaÃ_C ª1︾\0 AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
«¬Â± ¿﹞ ¾ ¶a﹎ L0aZFi0 č\1VG0 ﹏¬︻

  CONSOLIDATE`0²ل 
·lÃ` EhÂ© ﹏[0\ ¾1½ ¶a﹎ ·﹋ ¿±1﹞b 1G 

]±³m cÃ1¬F﹞ ¾1½ ·O`\ ¾0`0\č
o ¾1½ ·lÃ` ¯F﹁1Ãx  ²y  EhÂ© `\

·﹋ ®1h﹊Ã ¾ ·O`\ 1? ·lÃ`
key[x] ≤ key[y]

o 1لpG0y  ·?x Ď
Wy Ď ·lÃ` EhÂ© b0_ف 

 ®\0\`0a﹇y  ]±ba﹁ ®0³°︻ ·?x
Ě 1 `0²ل?FIB-HEAP-LINKę

¿﹊¬﹋ ¾ ·Ã0`2 b0 ¶\1﹀Fi0č
A[0 .. D(n(H))]

 a﹎0A[i] = y ¿°︺Ã
y  ¾ ·O`\ 1? ·lÃ` ﹉Ãi Ei0Ċ

 FIB-HEAP-LINK`0²ل 
]°﹋ ¿﹞ ﹏pF﹞ «½ ·? 0` ¾²1h﹞ ¾ ·O`\ ¾0`0\ ¾1½ E[`\Ċ

Ě ª0]﹋ a½ ¾ ·lÃ` ·﹋ ·Â©²0  E[`\ ²\  `1F[1i ¾0`0\ \`0\ ]±ba﹁  ċEi0
 `1F[1i ﹏q1W E[`\ gC \`0\ 0`ęĊ



20الگورىتم ها تـحلىلطراحی و 

E
d

it
io

n
rd

3
| 

2
0

2
5

  
S

p
ri

n
g

 
P

re
p

a
re

d
 b

y
 K

a
z

im
 F

o
u

la
d

i  
| 

  

ĞaÃ_C ª1︾\0 AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
«¬Â± ¿﹞ ¾ ¶a﹎ L0aZFi0 č 1لJ﹞Ě۱  b0۳ę



21الگورىتم ها تـحلىلطراحی و 

E
d

it
io

n
rd

3
| 

2
0

2
5

  
S

p
ri

n
g

 
P

re
p

a
re

d
 b

y
 K

a
z

im
 F

o
u

la
d

i  
| 

  

ĞaÃ_C ª1︾\0 AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
«¬Â± ¿﹞ ¾ ¶a﹎ L0aZFi0 č 1لJ﹞Ě۲  b0۳ę
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ĞaÃ_C ª1︾\0 AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
«¬Â± ¿﹞ ¾ ¶a﹎ L0aZFi0 č 1لJ﹞Ě۳  b0۳ę
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ĞaÃ_C ª1︾\0 AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
«¬Â± ¿﹞ ¾ ¶a﹎ L0aZFi0 č¿︺﹇0² ¾0aO0 ®1﹞b

¿︺﹇0² ¾ ·°Ãc½č

  b0
o aJ﹋0]W \³O²  0²ل` `\ ¶]m jb0\aC «¬Â± ¿﹞ ¾ ¶a﹎ ]±ba﹁FIB-HEAP-LINK ²
o v³x[ 0²ل  (19-2,14-1)0︻¬1ل` `\CONSOLIDATEĊ

 Đ ¾ ·﹆¨W ﹏Â¨VGfor  v³x[(3-13)  0²ل` `\CONSOLIDATEč
﹎ ®0]±ba﹁ ¾ ·﹁1u0 ·? ¶]m L0aZFi0 ¾ ·lÃ` ¾1¼°﹞ ·lÃ` EhÂ© ¾ ¶b0]±0¶]m L0aZFi0 ¾ ¶a  č

 aJ﹋0]W ®2 ¾ ¶b0]±0Ċ
 ¾ ·﹆¨W `\ `1? a½while  v³x[(6-12)  0²ل` `\CONSOLIDATEč

 \³m ¿﹞ ﹏pF﹞ ¾a﹍Ã\ ·? 1½ ·lÃ` b0 ¿﹊Ã
 ¾ ·﹆¨W `\ ¶]m ª1N±0 `1﹋ ﹏﹋ `0]﹆﹞ ¯Ã0a?1°? ²for  1? =i1°F﹞ Ei0Ċ

⇐ \³m ¿﹞ «¬Â± ¿﹞ ¾ ¶a﹎ L0aZFi0 `\ ¿︺﹇0² ¾ ·°Ãc½ ﹏﹋ č
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ĞaÃ_C ª1︾\0 AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
«¬Â± ¿﹞ ¾ ¶a﹎ L0aZFi0 č¶]m ̄ ﹊mai ¾0aO0 ®1﹞b

( ( ) 1) 2 ( ) ( ) 2 ( )

( ) 1 ( )

( ( ) ( ))

ˆ ( ( ) ( )) ( ( )) ( ) ( ( ))

i

i i

D n m H t H m H

D n t H

c O D n t H

c c O D n t H O D n t H O D n

ΔΦ = + + − +

= + −

= +

⇓

= + ΔΦ = + + − =

¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ ¿︺﹇0² ¾ ·°Ãc½

¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½č

 1? a?0a? «¬Â± ¿﹞ ¾ ¶a﹎ L0aZFi0 b0 ﹏>﹇ ﹏Âh±1FC Ei0Ċ
 1? a?0a? aJ﹋0]W «¬Â± ¿﹞ ¾ ¶a﹎ L0aZFi0 b0 ]︺? ﹏Âh±1FC Ei0č

Ě aJ﹋0]W ®³S \`³[ ¿¬± E﹞﹑︻ ¾0 ¶a﹎ QÂ½ ﹏¬︻ ¿y `\ ² ]±1﹞ ¿﹞ ¿﹇1? ·lÃ`ęĊ

⇐ «Ã`0\ gCč

 E?1K `0]﹆﹞ aÂK5G 1G «Â°﹋ گ`c? 0` ﹏Âh±1FC ¾1½]W0² «Â±0³G ¿﹞ 0aÃb `\ \³O³﹞ \³m EÂ¬½0 ¿?Ċ

( ) lgD n n≤
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Ğ]Â¨﹋ ف_W ﹏﹞1m AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?

MERGEABLE-HEAP OPERATIONS

FIB-HEAP-DECREASE-KEY(H,x,k)

FIB-HEAP-DELETE(H,x)
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Ğ]Â¨﹋ ف_W ﹏﹞1m AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
]Â¨﹋ ﹉Ã k½1﹋

 ]Â¨﹋ `0]﹆﹞x  ·? 0`k ]½\ ¿﹞ k½1﹋Ċ
FIB-HEAP-DECREASE-KEY(H,x,k)

 ·? ]Ã]O ]Â¨﹋ `0]﹆﹞x  ¶\0\ E>h±
\³m ¿﹞Ċ

o a﹎0x  `0]﹆﹞ 1Ã ]m1? ·lÃ`x  b0
 j`]C(y) ċ]m1? aFlÂ?

]°﹋ ¿¬± aÂÂ︽G `1F[1iĊ
o`1F[1i D0aÂÂ︽G ·? b1Â± ·±a﹎² ¾

 «Ã`0\Ěja?  ²¾`1l?2 ja?ę
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Ğ]Â¨﹋ ف_W ﹏﹞1m AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
]Â¨﹋ ﹉Ã k½1﹋ č¾`1l?2 ja? ² ja? D1Â¨¬︻

1pG0x  j`]C b0(y) ]°﹋ ¿﹞ ︹x﹇ 0`Ċل 
x ]½\ ¿﹞ `0a﹇ ·lÃ` 0`Ċ

 E﹞﹑︻x \`0\ ¿﹞a? 0`Ċ

 a﹎0y \`³[ ¿﹞ E﹞﹑︻ ċ]m1? ¶\`³Z± E﹞﹑︻Ċ
Ě]½\ ¿﹞ Ei\ b0 0` j]±ba﹁ ¯Â©²0 ®³SęĊ

 a﹎0y  ċ]m1? ¶\`³[ E﹞﹑︻
ĚEi0 ¶\0\ Ei\ b0 0` j]±ba﹁ ¯Â﹞²\ ®³Sę

 ﹏Â©\ ¯Â¬½ ·?ja?  ² ¾`1l?2 ja?\`³[ ¿﹞Ċ
*¿Fl﹎b1? D`³q ·?+

 E[`\ ¾1Fi0` `\ 0` j\³[ 0²ل` ¯Ã0x  ·?
﹋ ¿﹞ ¿±0³[0a﹁ ¿Fl﹎b1? D`³q ·? ﹐1? E¬i]°

]?1Â? ¶\`³Z± E﹞﹑︻ ¾ ¶a﹎ ﹉Ã ² ·lÃ` ﹉Ã 1GĊ
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Ğ]Â¨﹋ ف_W ﹏﹞1m AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
]Â¨﹋ ﹉Ã k½1﹋ č1لJ﹞

Two calls of FIB-HEAP-DECREASE-KEY. 

(a) The initial Fibonacci heap. 

(b) The node with key 46 has its key decreased to 

15. The node becomes a root, and its parent 

(with key 24), which had previously been 

unmarked, becomes marked. 

(c) (c)–(e) The node with key 35 has its key 

decreased to 5. In part (c), the node, now with 

key 5, becomes a root. ¶1Âi ﹌±` Ė`0\ E﹞﹑︻ ¾ ¶ a﹎

 ¾ ¶a﹎ `]C ·﹋ ¿F©1Wx Ei0 ¶\`³Z± E﹞﹑︻ ﹏>﹇ b0Ċ  ¾ ¶a﹎ `]C ·﹋ ¿F©1Wx Ei0 ¶\`³[ E﹞﹑︻ ﹏>﹇ b0Ċ
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Ğ]Â¨﹋ ف_W ﹏﹞1m AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
]Â¨﹋ ﹉Ã k½1﹋ č¿︺﹇0² ¾0aO0 ®1﹞b

¿︺﹇0² ¾ ·°Ãc½č

 ¾`1l?2 ¾1½ ja? ¾0aO0 ®1﹞b ¾ ·﹁1u0 ·?

ra﹁ ·?CASCADING-CUT  \0]︺G ·? \³m ¿﹞ ¿±0³[0a﹁ ¿Fl﹎b1? `³y ·? `1?Ċ `0²ل 
 ¿±0³[0a﹁ a½CASCADING-CUT ®1﹞b ¿Fl﹎b1? ¾1½ ¿±0³[0a﹁ ¯F﹁a﹎ a|± `\ ®²]? ]°﹋ ¿﹞ فap﹞Ċ

 a?0a? ċ\³m ¿﹞ ﹏﹞1m 0` ¿Fl﹎b1? ¾1½ ¿±0³[0a﹁ ¾ ·¬½ ·﹋ ]Â¨﹋ k½1﹋ ¿︺﹇0² ¾ ·°Ãc½ gC \³m ¿﹞Ċ
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Ğ]Â¨﹋ ف_W ﹏﹞1m AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
]Â¨﹋ ﹉Ã k½1﹋ č¶]m ̄ ﹊mai ¾0aO0 ®1﹞b

¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½č

 ¿Fl﹎b1? ¿±0³[0a﹁ a½ 0²ل`CASCADING-CUT  ċ¿±0³[0a﹁ ¯Ãa[2 cO ·?
1C 0` E﹞﹑︻ EÂ? ² ]°﹋ ¿﹞ 0]O 0` ¶\`³[ E﹞﹑︻ ¾ ¶a﹎čک ﹝¿ ﹋°[

 ċgC  aJ﹋0]W ² E[`\ \`0\ \³O² ¶\`³[ E﹞﹑︻ ¾ ¶a﹎Ċ

⇐ «Ã`0\ gCč
( ( ) ) 2( ( ) 2) ( ) 2 ( )

4

( )

ˆ ( ) (4 ) (1)

i

i i

t H c m H c t H m H

c

c O c

c c O c c O

ΔΦ = + + − + − +

= −

=

⇓

= + ΔΦ = + − =

¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ ¿︺﹇0² ¾ ·°Ãc½

0a?²\ ﹏﹞1m ¾0 ·¨¬O 1? ﹏Âh±1FC ︹?1G <1ZF±0 ﹏Â©\ a?
¶\`³[ E﹞﹑︻ ¾1½ ¶a﹎ \0]︺Gč

 ¾ ¶\`³[ E﹞﹑︻ ¾ ¶a﹎ ¿F﹇²  ¾`1l?2 ja? ﹉Ã wi³G
2 ﹏Âh±1FC gC ċ\³m ¿﹞ 1کC kF﹞﹑︻ EÂ? \³m ¿﹞ 0]O ²\ ®

\³m ¿﹞ «﹋ ]W0² č 1کC ² ja? ¾0a? ﹏Âh±1FC ]W0² ﹉Ã
 `\ ]W0² kÃ0c﹁0 ċa﹍Ã\ ]W0² ﹉Ã ² E﹞﹑︻ EÂ? ®\a﹋

 ¾ ¶a﹎ ®]m ·lÃ` ¾ ·xi0² ·? ﹏Âh±1FC ]°﹋ ¿﹞ ®0a>O 0`Ċ

  E[`\Ė   ·Â©²0 E[`\Đ   ¾`1l?2 ja? `\ ¶]m ]Â©³G E[`\Đ   b0 ¶]m ﹅Fl﹞ E[`\
 ¶\`³[ E﹞﹑︻ ¾ ¶a﹎ Ė   ¾`1l?2 ja? wi³G ¶]m E﹞﹑︻ ¿? ¾ ¶a﹎Đ  Ø﹐1¬FW0 ¾`1l?2 ja? ¿±0³[0a﹁ ¯Ãa[2 `\ ¶a﹎
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Ğ]Â¨﹋ ف_W ﹏﹞1m AÂ½ D1Â¨¬︻ ĝ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾0a?
¶a﹎ ﹉Ã ف_W

 ]Â¨﹋x ]°﹋ ¿﹞ ف_W ¿S1±³>Â﹁ AÂ½ b0 0`Ċ
FIB-HEAP-DELETE(H,x)

( ) lgD n n≤ˆ (1) ( ( ))ic O O D n= +

]Â¨﹋ k½1﹋ ¬Â± ¿﹞ L0aZFi0«

ˆ (lg ))ic O n=
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¿S1±³>Â﹁ AÂ½
·O`\ «¬Ãc﹋1﹞ ¾²` a? ®0a﹋ ®\0\ `0a﹇
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¿S1±³>Â﹁ AÂ½ ¾²` a? D1Â¨¬︻
0aO0 ¾1½ ®1﹞b ¾ ·q﹑[
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︹Oa﹞

T.H. Cormen, C.E. Leiserson, R.L. Rivest, C. Stein,

Introduction to Algorithms,

3rd Edition, MIT Press, 2009.

Chapter 19


