
 ﹏Â¨VG ² ¿W0ay«FÃ`³﹍©0 1½ 

¾\﹐³﹁ «}1﹋
aG³ÂB﹞1﹋ ² قa? ¿i]°¼﹞ ¶]﹊l±0\

®0a¼G ¶1﹍l±0\

http://courses.fouladi.ir/algorithm

1½ «FÃ`³﹍©0 ¿︻³u³﹞ ¾ ·︺©1x﹞

Computational Geometry

«½\cÂi IV>﹞
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¿G1>i1V﹞ ¾ ·i]°½

COMPUTATIONAL GEOMETRY

 ﹏W ¾0a? ¿Ã1½ «FÃ`³﹍©0Ğ¿i]°½ ﹏Ç1h﹞ ĝaG﹐1? ² ]︺? ²\ `\

1°>﹞ ¾1Âm0
Fundamental Objects

·Ã1C ¾1½`1F[1i
Basic Structures

w[w[ ¶`1C·x﹆±

v1﹆± ·︻³¬N﹞ ¿︺¨u]°S
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COMPUTATIONAL GEOMETRY

 ﹏W ¾0a? ¿Ã1½ «FÃ`³﹍©0Ğ¿i]°½ ﹏Ç1h﹞ ĝaG﹐1? ² ]︺? ²\ `\

1°>﹞ ¾1Âm0
Fundamental Objects

·Ã1C ¾1½`1F[1i
Basic Structures

w[w[ ¶`1C·x﹆±

¾]°? I¨J﹞ <]V﹞ j³C
﹝²a︺﹞ ﹏Ç1hف

Well-known Problems
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COMPUTATIONAL GEOMETRY

 ·±³¬± ¾ ·¨Æh﹞Ě۱ę

Ei0 ¶]m ¶\0\ w[ ¶`1C ²\ čĈ]±`0\ ︹y1﹆G «½ 1? 1Ã2

 w[ ¶`1C ²\ ︹y1﹆G
Segment Intersection
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COMPUTATIONAL GEOMETRY

 ·±³¬± ¾ ·¨Æh﹞Ě۲ę

Ei0 ¶]m ¶\0\ v1﹆± b0 ·︻³¬N﹞ ﹉Ã č]Â?1Â? ċ]°m1? v1﹆± ¯Â¬½ ®2 f³Ç` ·﹋ ︹y1﹆F﹞aÂ︾ ¿︺¨u]°S ﹉ÃĊ

¶\1i ¾ ·Fh? aÂh﹞
Simple Closed Path
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COMPUTATIONAL GEOMETRY

 ·±³¬± ¾ ·¨Æh﹞Ě۳ę

Ĉ®2 L`1[ 1Ã Ei0 ¿︺¨u]°S ﹏[0\ ¶]m ¶\0\ ¾ ·x﹆± ﹉Ã 1Ã2

¿︺¨u]°S `\ ³ل¬m
Inclusion in Polygon
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¿G1>i1V﹞ ¾ ·i]°½

PRIMITIVE OPERATIONS: CROSSPRODUCT

¿Ç0]F?0 D1Â¨¬︻ č¿O`1[ <au
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PRIMITIVE OPERATIONS: ORIENTATION TEST

¿Ç0]F?0 D1Â¨¬︻ čE¼O ®³﹞b2
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PRIMITIVE OPERATIONS: SIDEDNESS TEST

¿Ç0]F?0 D1Â¨¬︻ čE¬i ®³﹞b2
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LINE-SEGMENT INTERSECTION

1½ w[ ¶`1C ︹y1﹆G ¾ ·¨Æh﹞

 Ei0 ¶]m ¶\0\ w[ ¶`1CĊ Ĉ]°°﹋ ︹x﹇ 0` a﹍Ã]﹊Ã ·﹋ ]±`0\ \³O² ¿x[ ¶`1C ²\ QÂ½ 1Ã2

1½  w[ ¶`1C ︹y1﹆G
Line-Segment Intersection

 ¾ ·>Ga﹞ b0 ·±1Âm1± «FÃ`³﹍©0 Ei0Ċ



11الگورىتم ها تـحلىلطراحی و 

E
d
it
io
n

n
d

2
| 

2
0
1
6
  

F
a
ll 

P
re
p
a
re
d
 b
y
 K
a
z
im

 F
o
u
la
d
i  
| 
  

¿G1>i1V﹞ ¾ ·i]°½

LINE-SEGMENT INTERSECTION

1½ w[ ¶`1C ︹y1﹆G ¾ ·¨Æh﹞ čk?²` w[ «FÃ`³﹍©0

 Ei0 ¶]m ¶\0\ w[ ¶`1CĊ Ĉ]°°﹋ ︹x﹇ 0` a﹍Ã]﹊Ã ·﹋ ]±`0\ \³O² ¿x[ ¶`1C ²\ QÂ½ 1Ã2

1½  w[ ¶`1C ︹y1﹆G
Line-Segment Intersection

o ]Â½\ E﹋aW Ei0` ·? AS E¬i b0 0` ¾\³¬︻ w[ ﹉ÃĚk?²`ę
Ě `³V﹞ D1pFZ﹞ ċ¿﹞³¼﹀﹞ z1V© ·?x «Â°﹋ ¿﹞ ¯Ãc﹍Ã1O ®1﹞b 1? 0`ęĊ

o 1Ã³C ¾ ·︻³¬N﹞ ﹉ÃS  «Â°﹋ ¿﹞ \1NÃ0 ]°°﹋ ¿﹞ ︹y1﹆G k?²` w[ 1? ·﹋ ¿Ã1½ w[ ¶`1C b0
0` aq1°︻ ² D1pFZ﹞ 1? `²a﹞ ·?y «Â°﹋ ¿﹞ =Ga﹞ ︹y1﹆G ﹏V﹞Ċ

o¶1﹎a½ ]°°﹋ ¿﹞ aÂÂ︽G 1½ =ÂGaGč
�1Ã ċ«Â°﹋ \`³[a? ]Ã]O w[ ¶`1C ﹉Ã ·?
�1Ã ċ\³m ª1¬G \³O³﹞ w[ ¶`1C
�]°°﹋ ︹y1﹆G w[ ¶`1C ²\Ċ

o ċ¯Ã0a?1°? \0]Ã²` v1﹆±¾]Â¨﹋]°Fh½ w[ ¶`1C ¿Ã1¼F±0 v1﹆± ċĊ

k?²` w[ «FÃ`³﹍©0
Sweep-Line Algorithm

w[ ¶`1C ¿Ã1¼F±0 v1﹆±
Segment Endpoints

۱ ę ¯F﹁1Ã\0]Ã²` v1﹆±
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LINE-SEGMENT INTERSECTION

1½ w[ ¶`1C ︹y1﹆G ¾ ·¨Æh﹞ čk?²` w[ «FÃ`³﹍©0 č1لJ﹞
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LINE-SEGMENT INTERSECTION

1½ w[ ¶`1C ︹y1﹆G ¾ ·¨Æh﹞ čk?²` w[ «FÃ`³﹍©0

 Ei0 ¶]m ¶\0\ w[ ¶`1CĊ Ĉ]°°﹋ ︹x﹇ 0` a﹍Ã]﹊Ã ·﹋ ]±`0\ \³O² ¿x[ ¶`1C ²\ QÂ½ 1Ã2

1½  w[ ¶`1C ︹y1﹆G
Line-Segment Intersection

 D1pFZ﹞ f1i0 a? w[ ¶`1C ¿Ã1¼F±0 v1﹆± ¾b1i =Ga﹞ 1? =ÂGaG ·? 0` \0]Ã²` v1﹆±x «Â°﹋ ¿﹞ jb0\aC aÃb ¾ ·﹆¨W ²č

o w[ ¶`1C AS ¿Ã1¼F±0 ¾ ·x﹆± ﹉Ã ¾0a?sč
� w[ ¶`1Cs  ¾1Ã³C ¾ ·︻³¬N﹞ ·Ã 0`S «Â°﹋ ¿﹞ ·﹁1u0Ċ
� ®1Â﹞ ︹y1﹆Gs  `\ ®2 ¾1½ ·Ã1h¬½ ²S «Â°﹋ ¿﹞ ¿i`a? 0`Ċ

o w[ ¶`1C Ei0` ¿Ã1¼F±0 ¾ ·x﹆± ﹉Ã ¾0a?sč
� w[ ¶`1Cs  ¾1Ã³C ¾ ·︻³¬N﹞ b0 0`S «Â°﹋ ¿﹞ ف_WĊ
� ®1Â﹞ ︹y1﹆Gs  `\ ®2 ¾1½ ·Ã1h¬½ ²S «Â°﹋ ¿﹞ ¿i`a? 0`Ċ

k?²` w[ «FÃ`³﹍©0
Sweep-Line Algorithm

۲ ę ¯F﹁1Ã︹y1﹆G v1﹆±
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LINE-SEGMENT INTERSECTION

1½ w[ ¶`1C ︹y1﹆G ¾ ·¨Æh﹞ čk?²` w[ «FÃ`³﹍©0 č0aO0 ®1﹞b ﹏Â¨VG

 Ei0 ¶]m ¶\0\ w[ ¶`1CĊ Ĉ]°°﹋ ︹x﹇ 0` a﹍Ã]﹊Ã ·﹋ ]±`0\ \³O² ¿x[ ¶`1C ²\ QÂ½ 1Ã2

1½  w[ ¶`1C ︹y1﹆G
Line-Segment Intersection

 b0 ¶\1﹀Fi0 1?c﹞a﹇ E[`\� ¶1Âi ¾1Ã³C ¾ ·︻³¬N﹞ ¾b1i ¶aÂ[^ ¾0a?č

0aO0 ®1﹞b ﹏﹋ č
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LINE-SEGMENT INTERSECTION

1½ w[ ¶`1C ︹y1﹆G ¾ ·¨Æh﹞ čk?²` w[ «FÃ`³﹍©0 čk?²` w[ «FÃ`³﹍©0 ¿Fi`\ D1>K0

 Ei0 ¶]m ¶\0\ w[ ¶`1CĊ Ĉ]°°﹋ ︹x﹇ 0` a﹍Ã]﹊Ã ·﹋ ]±`0\ \³O² ¿x[ ¶`1C ²\ QÂ½ 1Ã2

1½  w[ ¶`1C ︹y1﹆G
Line-Segment Intersection

Ã ¿﹞ 0` ®2 ċk?²` w[ «FÃ`³﹍©0 ċ]m1? ·Fm0\ \³O² ¿︺y1﹆G a﹎0]?1Ċ ·.Â.t.﹇
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POINT INCLUSION

·x﹆± ³ل¬m ¾ ·¨Æh﹞

Ei0 ¶]m ¶\0\ ·x﹆± ﹉Ã ² ¿︺¨u]°S ﹉Ã ĊĈ®2 L`1[ 1Ã Ei0 ¿︺¨u]°S ﹏[0\ ·x﹆± ¯Ã0 1Ã2

·x﹆± ³ل¬m
Point Inclusion

 ª³¼﹀﹞ĞE¼O ĝ]°﹋ ﹉¬﹋ ¿x[ ®1﹞b `\ ·¨Æh﹞ ¯Ã0 ﹏W ·? ]±0³G ¿﹞Ċ
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POINT INCLUSION

·x﹆± ³ل¬m ¾ ·¨Æh﹞

Ei0 ¶]m ¶\0\ ·x﹆± ﹉Ã ² ¿︺¨u]°S ﹉Ã ĊĈ®2 L`1[ 1Ã Ei0 ¿︺¨u]°S ﹏[0\ ·x﹆± ¯Ã0 1Ã2

·x﹆± ³ل¬m
Point Inclusion

¯Â﹊G ¾1½ E©1W č ¿︺¨u]°S f³Ç` 1? ︹y1﹆GĚ ﹏J﹞d  ²gę
Ĉ﹏W ¶0` čĈĈ¿︺¨u]°S f³Ç` 1? ︹y1﹆G ®\a¬m `1? ²\

o «Âl﹋ ¿﹞ ®2 Ei0` E¬i ·? ·x﹆± a½ b0 ¿﹆﹁0 w[ ﹉Ã
«Â½\ ¿﹞ \0]F﹞0 EÃ1¼± ¿? 1G 0` ®2 ²Ċ

o`1¬m ¿﹞ ċ]°﹋ ¿﹞ ︹x﹇ 0` ¿︺¨u]°S ċw[ ·﹋ ¿G1︺﹁\ \0]︺G«Ãč
� a﹎0L²b  \³?⇐  ·x﹆±L`1[ Ei0 ¿︺¨u]°SĊ
� a﹎0\a﹁   \³?⇐  ·x﹆±﹏[0\ Ei0 ¿︺¨u]°SĊ

j`1¬m «FÃ`³﹍©0
Counting Algorithm
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CLOSEST PAIR OF POINTS

v1﹆± E﹀O ¯ÃaG ﹉Ã\c± ¾ ·¨Æh﹞

 ¾ ·︻³¬N﹞ ﹉Ã   b0 Ei0 ¶]m ¶\0\ ·x﹆±Ċ
 ¾ ·x﹆± ²\  ²  ·? ﹅¨︺F﹞  ¾ ·¨q1﹁ ·﹋ ]Â?1Â? 0` ]m1? «¬Â± ¿﹞ 1¼±2Ċ

v1﹆± E﹀O ¯ÃaG ﹉Ã\c±
Closest Pair of Points

 ¾ ·>Ga﹞ b0 ·±1Âm1± «FÃ`³﹍©0 Ei0Ċ
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CLOSEST PAIR OF POINTS

v1﹆± E﹀O ¯ÃaG ﹉Ã\c± ¾ ·¨Æh﹞

 ¾ ·︻³¬N﹞ ﹉Ã   b0 Ei0 ¶]m ¶\0\ ·x﹆±Ċ
 ¾ ·x﹆± ²\  ²  ·? ﹅¨︺F﹞  ¾ ·¨q1﹁ ·﹋ ]Â?1Â? 0` ]m1? «¬Â± ¿﹞ 1¼±2Ċ

v1﹆± E﹀O ¯ÃaG ﹉Ã\c±
Closest Pair of Points

o ·¨Wa﹞۱ ę D1pFZ﹞ =hWa? 0` v1﹆±x ² «Â°﹋ ¿﹞ =Ga﹞ 1¼±2
«Â°﹋ ¿﹞ «Âh﹆G ·¬Â± ²\ ·? 0` 1¼±2 f1i0 ¯Ã0 a?Ċ

o ·¨Wa﹞۲ ę]±`0\ 0` aÃb E©1W ·i b0 ¿﹊Ã ·x﹆± ²\ ¯ÃaG ﹉Ã\c±č
�]°Fh½ ²0ل ¾ ·¬Â± `\ ²\ a½Ċ
�]°Fh½ ª²\ ¾ ·¬Â± `\ ²\ a½Ċ
�\`0\ `0a﹇ ª²\ ¾ ·¬Â± `\ ¾a﹍Ã\ ² ²0ل ¾ ·¬Â± `\ ¿﹊ÃĊ

Ei0 ·¨Æh﹞ Yi1C 1¼±2 «¬Â± ¿﹞ ·﹋Ċ

·>¨︾ ² «Âh﹆G «FÃ`³﹍©0
Divide & Conquer Algorithm
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CLOSEST PAIR OF POINTS

v1﹆± E﹀O ¯ÃaG ﹉Ã\c± ¾ ·¨Æh﹞

 ¾ ·︻³¬N﹞ ﹉Ã   b0 Ei0 ¶]m ¶\0\ ·x﹆±Ċ
 ¾ ·x﹆± ²\  ²  ·? ﹅¨︺F﹞  ¾ ·¨q1﹁ ·﹋ ]Â?1Â? 0` ]m1? «¬Â± ¿﹞ 1¼±2Ċ

v1﹆± E﹀O ¯ÃaG ﹉Ã\c±
Closest Pair of Points

o ·¨Wa﹞۱ ę D1pFZ﹞ =hWa? 0` v1﹆±x ² «Â°﹋ ¿﹞ =Ga﹞ 1¼±2
«Â°﹋ ¿﹞ «Âh﹆G ·¬Â± ²\ ·? 0` 1¼±2 f1i0 ¯Ã0 a?Ċ

·>¨︾ ² «Âh﹆G «FÃ`³﹍©0
Divide & Conquer Algorithm
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CLOSEST PAIR OF POINTS

v1﹆± E﹀O ¯ÃaG ﹉Ã\c± ¾ ·¨Æh﹞

 ¾ ·︻³¬N﹞ ﹉Ã   b0 Ei0 ¶]m ¶\0\ ·x﹆±Ċ
 ¾ ·x﹆± ²\  ²  ·? ﹅¨︺F﹞  ¾ ·¨q1﹁ ·﹋ ]Â?1Â? 0` ]m1? «¬Â± ¿﹞ 1¼±2Ċ

v1﹆± E﹀O ¯ÃaG ﹉Ã\c±
Closest Pair of Points

o ·¨Wa﹞۲ ę ¿Fl﹎b1? D`³q ·? 0` v1﹆± E﹀O ¯ÃaG ﹉Ã\c±
 ¾1½ ·¨q1﹁  «¬Â± ¿﹞ ² «Â°﹋ ¿﹞ ·>i1V﹞  ²  `\ 0`

«Â?1Ã ¿﹞  Ċ
﹋a﹞ `0³± `\ ·¨q1﹁ ¯ÃaG ﹉Ã\c± ² E﹀O ¯ÃaG ﹉Ã\c± ċgBi ·? ¾c

 ra︻  ®2 `\ ·﹋ «Â?1Ã ¿﹞ 0`
 b0 aG ﹉Ã\c± ]°±0³G ¿¬± aÃb ¾1½ E﹀O ·﹋ Ei0 ¿¼Ã]? 0aÃb ]°m1?č

·>¨︾ ² «Âh﹆G «FÃ`³﹍©0
Divide & Conquer Algorithm
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CLOSEST PAIR OF POINTS

v1﹆± E﹀O ¯ÃaG ﹉Ã\c± ¾ ·¨Æh﹞

 ¾ ·︻³¬N﹞ ﹉Ã   b0 Ei0 ¶]m ¶\0\ ·x﹆±Ċ
 ¾ ·x﹆± ²\  ²  ·? ﹅¨︺F﹞  ¾ ·¨q1﹁ ·﹋ ]Â?1Â? 0` ]m1? «¬Â± ¿﹞ 1¼±2Ċ

v1﹆± E﹀O ¯ÃaG ﹉Ã\c±
Closest Pair of Points

o ·¨Wa﹞۲ ę·¨Æh﹞aÃbč
 ¾ ·x﹆± a½ ¾0a?  ¾1½ ·¨q1﹁ ċ`0³± ¯Ã0 `\  ·>i1V﹞ 0`

 ®2 `\ ·﹋ «Â°﹋ ¿﹞  ² ² ]°Fh½ D²1﹀F﹞ ¾1½ ﹌±` ¾0`0\

EhÂ± ªb﹐ ·x﹆± a½ ¾0a? ·hÃ1﹆﹞ `1¼S b0 kÂ? ċ¯Ã0a?1°?ĉ

·>¨︾ ² «Âh﹆G «FÃ`³﹍©0
Divide & Conquer Algorithm
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CLOSEST PAIR OF POINTS

v1﹆± E﹀O ¯ÃaG ﹉Ã\c± ¾ ·¨Æh﹞ č·>¨︾ ² «Âh﹆G «FÃ`³﹍©0 ¾0aO0 ®1﹞b ﹏Â¨VG

 ¾ ·︻³¬N﹞ ﹉Ã   b0 Ei0 ¶]m ¶\0\ ·x﹆±Ċ
 ¾ ·x﹆± ²\  ²  ·? ﹅¨︺F﹞  ¾ ·¨q1﹁ ·﹋ ]Â?1Â? 0` ]m1? «¬Â± ¿﹞ 1¼±2Ċ

v1﹆± E﹀O ¯ÃaG ﹉Ã\c±
Closest Pair of Points

 ¾b1i =Ga﹞ ·? ·O³G 1?  D1pFZ﹞ =hW a? ·x﹆± ·>Ga﹞ a½ ¾0a?č

·>¨︾ ² «Âh﹆G «FÃ`³﹍©0
Divide & Conquer Algorithm

2

2

( ) 2 ( log ) (1)

(1) 1

( ) ( log )

nT n T n n

T

T n n n

⎧⎪ = + Θ + Θ⎪
⎨
⎪ =⎪⎩

⇒ = Θ
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CONVEX HULL

<]V﹞ j³C ¾ ·¨Æh﹞

 ¾ ·︻³¬N﹞ ﹉Ã   b0 Ei0 ¶]m ¶\0\ ·x﹆±Ċ
 v1﹆± ¾ ·¬½ ¾²1W ·﹋ Ei0 <]V﹞ ¿︺¨u]°S ¯ÃaG ﹉S³﹋ ċ<]V﹞ j³C ]m1? ¿﹞Ċ

<]V﹞ j³C
Convex Hull
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CONVEX HULL

<]V﹞ j³C ¾ ·¨Æh﹞ č<]V﹞ ¿︺¨u]°S
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CONVEX HULL

<]V﹞ j³C ¾ ·¨Æh﹞ č\a?`1﹋

︹±0³﹞ b0 <1°FO0 `³|°﹞ ·? D1?²` E﹋aW ¾0a? aÂh﹞ ¯ÃaG ¶1G³﹋
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VORONOI DIAGRAM

¾³±²`² `0\³¬± ¾ ·¨Æh﹞

 ¾ ·︻³¬N﹞ ﹉Ã   b0 Ei0 ¶]m ¶\0\ ·x﹆±Ċ
]Â?1Â? 0`  ¶]m ¶\0\ ¾1½ ·x﹆± b0 ﹉Ã a½ 1? aG ﹉Ã\c± ¾ ·¨q1﹁ ¾0`0\ ¿W0³±Ċ

¾³±²`² `0\³¬±
Voronoi Diagram


