
 ﹏Â¨VG ² ¿W0ay«FÃ`³﹍©0 1½ 

¾\﹐³﹁ «}1﹋
aG³ÂB﹞1﹋ ² قa? ¿i]°¼﹞ ¶]﹊l±0\

®0a¼G ¶1﹍l±0\

http://courses.fouladi.ir/algorithm

1½ «FÃ`³﹍©0 ¿︻³u³﹞ ¾ ·︺©1x﹞

Flow Networks

«½\b1Ã IV>﹞
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`1m ¾1½ ·﹊>m

FLOW NETWORKS

 ︹>°﹞ b0 ®0³G ¿﹞ 1لÂi ®0cÂ﹞ ·S  ¶1S ·? Ĉ]°﹋ 0]ÂC ®1ÃaO

︹>°﹞
Source

¶1S
Sink

¿﹀°﹞1± EÂ﹁a}
Non-negative Capacity

 ︹>°﹞ f4` b0 E[0³°﹊Ã E︻ai 1? 1لÂi «Â°﹋ ¿﹞ ra﹁  ² \³m ¿﹞ ·﹊>m \`0²
 ¶1S f4` b0 \³m ¿﹞ L`1[ ·﹊>m b0Ċ

o1½ 1لÃ čoZl﹞ EÂ﹁a} 1? 1لÂi `³>︻ ¾0aN﹞
o1½ f4` č 1½0aN﹞ ︹y1﹆G ﹏V﹞Ě\³m ¿¬± ¶aÂ[^ 1½ f4` `\ ¿©1Âi QÂ½ ·﹊°Ã0 ra﹁ 1?ęĊ
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`1m ¾1½ ·﹊>m

FLOW NETWORKS

 `0\ E¼O 0فa﹎ ﹉Ã
cÃ1¬F﹞ f4` ²\ 1? č︹>°﹞  )source(  ²¶1S  (sink)

.1Ã a½  ﹉Ã ¾0`0\EÂ﹁a} (capacity) ¿﹀°﹞1±  Ei0ل 

a﹎0  ¶1﹎ ®2  Ei0.

`1m ¾ ·﹊>m
Flow Network

﹝1Jل

︹>°﹞
Source

¶1S
Sink

¿﹀°﹞1± EÂ﹁a}
Non-negative Capacity
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`1m ¾1½ ·﹊>m

POSITIVE FLOW

E>J﹞ `1m

 ¾²` E>J﹞ `1m ﹉Ã D`³q ·? ¿︺?1G

]°﹋ ¿﹞ 1u`0 0` aÃb ¾1½]Â﹇ ·﹋ Ei0č

E>J﹞ `1m
Positive Flow

EÂ﹁a} ]Â﹇
Capacity Constraint

`1m ¾1﹆?
Flow Conservation

¿°︺Ã čEi0 ¿O²a[ E>J﹞ `1m ~³¬N﹞ 1? a?0a? ¾\²`² E>J﹞ `1m ~³¬N﹞Ċ

¿°︺Ã č\³m ¿¬± aFlÂ? EÂ﹁a} b0 ¶1﹎ QÂ½ E>J﹞ `1mĊ
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`1m ¾1½ ·﹊>m

THE VALUE OF A FLOW

`1m ﹉Ã `0]﹆﹞

Ei0 ︹>°﹞ b0 ¿O²a[ o©1[ `1m ċ`1m ﹉Ã `0]﹆﹞č `1m `0]﹆﹞
Flow Value
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`1m ¾1½ ·﹊>m

A FLOW ON A NETWORK

·﹊>m ﹉Ã ¾²` a? `1m

E>J﹞ `1m EÂ﹁a}



7الگورىتم ها تـحلىلطراحی و 

E
d
it
io
n

n
d

2
| 

2
0
1
6
  

F
a
ll 

P
re
p
a
re
d
 b
y
 K
a
z
im

 F
o
u
la
d
i  
| 
  

`1m ¾1½ ·﹊>m

THE MAXIMUM-FLOW PROBLEM

`1m «¬Ãc﹋1﹞ ¾ ·¨Æh﹞

 `1m ¾ ·﹊>m ﹉Ã ¯Fm0\ 1?G ¾²` `0]﹆﹞ «¬Ãc﹋1﹞ 1? `1m ﹉Ã ċG ]Â?1Â?Ċ
`1m «¬Ãc﹋1﹞ ¾ ·¨Æh﹞

﹝1Jل
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`1m ¾1½ ·﹊>m

FLOW CANCELLATION

`1m ³︽©

 b0 E>J﹞ `1m ċEÂ¨﹋ ¯F﹁` Ei\ b0 ®²]?  ·?  b0 1Ã \²` ¿﹞  ·?²\ a½ ·± 1﹞0 ċĊ

 EÂ﹁a} ]Â﹇ ²`1m ¾1﹆?\³m ¿﹞ {﹀W ﹏Ã]>G ¯Ã0 1? ċĊ

¾\³¼m ¾ ·F﹊± č ﹉Ã ®0³°︻ ·? ]Ã1? `1m ·?Xa± (rate)  ﹉Ã ·± ċ«Â°﹋ ¶1﹍±`0]﹆﹞Ċ
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`1m ¾1½ ·﹊>m

NET FLOW

o©1[ `1m

¾`0_﹎\1¬± `\ ¾b1i ¶\1i ﹉Ãč
«Â°﹋ ¿﹞ `1﹋ f4` ²\ ¯Â? o©1[ `1m 1? ċE>J﹞ `1m 1? `1﹋ ¾1O ·?Ċ

 ¾²` o©1[ `1m ﹉Ã D`³q ·? ¿︺?1G

]°﹋ ¿﹞ 1u`0 0` aÃb ¾1½]Â﹇ ·﹋ Ei0č

 `1mĚo©1[ę
(Net) Flow

EÂ﹁a} ]Â﹇
Capacity Constraint

`1m ¾1﹆?
Flow Conservation

¿°︺Ã čEi0 a﹀q ¶a﹎ ﹉Ã ·? ¶]m \`0² o©1[ `1m ~³¬N﹞Ċ

¿°︺Ã č\³m ¿¬± aFlÂ? EÂ﹁a} b0 ¶1﹎ QÂ½ o©1[ `1mĊ

<Þ`³﹞ ®`1﹆G
Skew Symmetry
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`1m ¾1½ ·﹊>m
 ︿Ãa︺G ²\ ®\³? 1\ل︺﹞ D1>K0ĞE>J﹞ `1m ĝ ²Ğo©1[ `1m ĝĚ۱  b0۲ę
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`1m ¾1½ ·﹊>m
 ︿Ãa︺G ²\ ®\³? 1\ل︺﹞ D1>K0ĞE>J﹞ `1m ĝ ²Ğo©1[ `1m ĝĚ۲  b0۲ę
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`1m ¾1½ ·﹊>m
`1m ﹉Ã `0]﹆﹞

 `1m ﹉Ã `0]﹆﹞  1? ·﹋ \³m ¿﹞ ·>i1V﹞ aÃb D`³q ·? ċ\³m ¿﹞ ¶\0\ ®1l±č `1m ﹉Ã `0]﹆﹞
Flow Value

¿°¬u ~³¬N﹞ ¾`0_﹎\1¬±
 ¿°︺﹞ ·? ¿?1hW ³ل﹞a﹁ ﹉Ã `\  ·︻³¬N﹞

Ei0 ·︻³¬N﹞ ®2 aq1°︻ ¾²` ¾aÂ﹎ ~³¬N﹞Ċ
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`1m ¾1½ ·﹊>m
`1m «¬Ãc﹋1﹞

 `1m `0]﹆﹞ ¯ÃaG گ`c? ·﹊>m ¾²` ¯﹊¬﹞ `1m «¬Ãc﹋1﹞
Maximum Flow

}on  flow a is :max{ Gfff 
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`1m ¾1½ ·﹊>m
﹝1Jل

 `1m ¾ ·﹊>m ﹉Ã

 `²³﹊±² `\ ¾0 ·±1[`1﹋Ě︹>°﹞ ę²
 ﹌BÂ± ̄ Ã² `\ ¾`1>±0Ě¶1S ę\`0\ `0a﹇Ċ

¿±1Â﹞ ¾1½a¼m ﹅Ãay b0 0` 1½ ·>︺O ]Ã1? ﹏﹆± ² ﹏¬W E﹋am 
m ²\ a½ ¯Â? 1ل﹆F±0 ﹏?1﹇ ¾ ·>︺O \0]︺G 1﹞0 ċ]°﹋ ﹏﹆F°﹞ `\ a¼

 Ei0 \²]V﹞ b²` ﹉Ã ³لyĚ1لÃ ¾²` \]︻Ċę

 `1m ﹉Ã  ¾²`  `0]﹆﹞ 1?
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`1m ¾1½ ·﹊>m

SIMPLE PROPERTIES OF FLOW

`1m ¾ ¶\1i D1Âq³p[
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`1m ¾1½ ·﹊>m

FLOW INTO THE SINK

¶1S ·? \`0² `1m

 `1m ﹉Ã `0]﹆﹞ Ė ︹>°﹞ b0 ¿O²a[ `1m Ė¶1S ·? ¾\²`² `1m
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`1m ¾1½ ·﹊>m

CUTS

1½ ja?

 ja? ﹉Ã  `1m ¾ ·﹊>m ﹉Ã b0ċ
 b0 b0a﹁0 ﹉Ã  ®2 `\ ·﹋ Ei0  ²Ċ

ja?
Cut

 a﹎0  ¾²` a? `1m ﹉Ã  ċ]m1? ja? b0 ¶]±`_﹎ `1m Ei0Ċ
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`1m ¾1½ ·﹊>m
`1m `0]﹆﹞ a﹍Ã\ ¾ ·pZl﹞

«© Ċ `1m a½ ¾0a? ja? a½ ² «Ã`0\
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`1m ¾1½ ·﹊>m

CAPACITY OF A CUT

ja? ﹉Ã EÂ﹁a}

 ja? ﹉Ã EÂ﹁a}  1? Ei0 a?0a?č
 `\ 1¼±2 4]>﹞ f4` ·﹋ ¿Ã1½ 1لÃ EÂ﹁a} ~³¬N﹞  `\ 1¼±2 ]p﹆﹞ f4` ² Ei0Ċ

ja? ﹉Ã EÂ﹁a}
Capacity of a Cut

 «¬Â± ¿﹞ ja? Ė]m1? 1½ ja? aÃ1i ·? E>h± EÂ﹁a} ¯ÃaF¬﹋ ¾0`0\ ·﹋ ¿ma?Ċ
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`1m ¾1½ ·﹊>m

CAPACITY OF A CUT

ja? ﹉Ã `1m

 ja? ﹉Ã `1m  1? Ei0 a?0a?č
 `\ 1¼±2 4]>﹞ f4` ·﹋ ¿Ã1½ 1لÃ `1m ~³¬N﹞  `\ 1¼±2 ]p﹆﹞ f4` ² Ei0Ċ

ja? ﹉Ã `1m
Flow of a Cut

1 2 432 2
( , )

( 4

( , ) ( , ) ( , )

12

19

) 11

f S f f vv f vv vT v

−

= + +

= + +

=

( , ) ( , )f S T c S T≤

 `1m ċja? ﹉Ã `1m ¾ ·>i1V﹞ ¾0a?
«ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ 0` 1½ f4` ¯Â? ¿﹀°﹞Ċ
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`1m ¾1½ ·﹊>m

UPPER BOUND ON THE MAXIMUM FLOW VALUE

`1m `0]﹆﹞ «¬Ãc﹋1﹞ ¾²` a? ﹐1? ®0a﹋

\³m ¿﹞ \²]V﹞ ja? a½ EÂ﹁a} ·? `1m a½ `0]﹆﹞Ċ ·.Â.t.﹇
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`1m ¾1½ ·﹊>m

RESIDUAL NETWORK

¶]±1﹞ ¾ ·﹊>m

 ]Â°﹋ ra﹁  ¾²` `1m ﹉Ã ]m1?Ċ
 ¾ ¶]±1﹞ ¾ ·﹊>m D`³q ¯Ã0 `\ E>J﹞ Ø0]Â﹋0 ¾ ¶]±1﹞ ¾1½ EÂ﹁a} 1? Ei0 ¿﹁0a﹎

 `\ \³O³﹞ ¾1½ 1لÃ ]±aÃ_C ¿﹞ ¾aFlÂ? `1mĊ

¶]±1﹞ ¾ ·﹊>m
Residual Network
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`1m ¾1½ ·﹊>m

AUGMENTING PATH

¶\²c﹁0 ¾1½aÂh﹞

 b0 aÂh﹞ a½  ·?  `\  ﹉Ã ¶\²c﹁0 aÂh﹞ `\  1? E>h± `\ Ei0Ċ ¶\²c﹁0 ¾1½aÂh﹞
Augmenting Path

 ¶\²c﹁0 aÂh﹞ ﹉Ã ³لy `\ `1m `0]﹆﹞  ¾ ¶b0]±0  ·? ]±0³G ¿﹞ ]?1Ã kÃ0c﹁0č

 Ė  ¶\²c﹁0 aÂh﹞ ·? ﹅¨︺F﹞ ¾1½ 1لÃ EÂ﹁a} «¬Â± ¿﹞ 
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`1m ¾1½ ·﹊>m

AUGMENTING PATH

¶\²c﹁0 ¾1½aÂh﹞ č1لJ﹞

۱ ę `1m ¾ ·﹊>m  ®1ÃaO 1? ۲ ę¶]m ·FhOa? ¶\²c﹁0 aÂh﹞ 1? ¶]±1﹞ ¾ ·﹊>m
Ě ¶]±1﹞ EÂ﹁a} Ė%ę

۳ ę ®²`\ `1m  ¶\²c﹁0 aÂh﹞ `\ ·﹋
Ei0 ·F﹁1Ã kÃ0c﹁0 ¶]±1﹞ EÂ﹁a} `0]﹆﹞ 1?Ċ % ę E¬h﹇ `1m wi³G ¶]m \1NÃ0 ¶]±1﹞ ¾ ·﹊>mĚ۳ę

( ) min{5, 4,5} 4fc p = =
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`1m ¾1½ ·﹊>m

MAX-FLOW, MIN-CUT THEOREM

·Ât﹇ č«¬Â± ¿﹞ ja? ċ«¬Ãc﹋1﹞ `1m

]°Fh½ 1\ل︺﹞ aÃb ¾1½ ¶`0c﹎č
۱ ę Ei0 «¬Ãc﹋1﹞ `1m ﹉ÃĊ
۲ ę \aÃ_C ¿¬± 0` ¾0 ¶\²c﹁0 aÂh﹞ QÂ½Ċ
۳ ę  ja? ﹉Ã ﹏﹇0]W ¾0a? ·﹋ Ei0 ¾0 ·±³﹎ ·?  «Ã`0\

·.Â.t.﹇
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`1m ¾1½ ·﹊>m

MAX-FLOW, MIN-CUT THEOREM

·Ât﹇ č«¬Â± ¿﹞ ja? ċ«¬Ãc﹋1﹞ `1m č D1>K0Ě۱  b0۲ę

]°Fh½ 1\ل︺﹞ aÃb ¾1½ ¶`0c﹎č
۱ ę Ei0 «¬Ãc﹋1﹞ `1m ﹉ÃĊ
۲ ę \aÃ_C ¿¬± 0` ¾0 ¶\²c﹁0 aÂh﹞ QÂ½Ċ
۳ ę  ja? ﹉Ã ﹏﹇0]W ¾0a? ·﹋ Ei0 ¾0 ·±³﹎ ·?  «Ã`0\

·.Â.t.﹇
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`1m ¾1½ ·﹊>m

MAX-FLOW, MIN-CUT THEOREM

·Ât﹇ č«¬Â± ¿﹞ ja? ċ«¬Ãc﹋1﹞ `1m č D1>K0Ě۲  b0۲ę

]°Fh½ 1\ل︺﹞ aÃb ¾1½ ¶`0c﹎č
۱ ę Ei0 «¬Ãc﹋1﹞ `1m ﹉ÃĊ
۲ ę \aÃ_C ¿¬± 0` ¾0 ¶\²c﹁0 aÂh﹞ QÂ½Ċ
۳ ę  ja? ﹉Ã ﹏﹇0]W ¾0a? ·﹋ Ei0 ¾0 ·±³﹎ ·?  «Ã`0\

·.Â.t.﹇
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`1m ¾1½ ·﹊>m
®³ia﹊©³﹁ . \`³﹁ `1m «¬Ãc﹋1﹞ «FÃ`³﹍©0

o«Â½\ ¿﹞ `0a﹇ a﹀q ¾²1h﹞ 0` 1½ 1لÃ `1m ċ0]F?0 `\Ċ
o«Â½\ ¿﹞ kÃ0c﹁0 ¶\²c﹁0 ¾1½aÂh﹞ ¯F﹁1Ã 1? 0` `1m `0]﹆﹞ ċ`0a﹊G ¾ ·﹆¨W `\Ċ
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