
 ﹏Â¨VG ² ¿W0ay«FÃ`³﹍©0 1½ 

¾\﹐³﹁ «}1﹋
aG³ÂB﹞1﹋ ² قa? ¿i]°¼﹞ ¶]﹊l±0\

®0a¼G ¶1﹍l±0\

http://courses.fouladi.ir/algorithm

1½ ¶\0\ ®1¬F[1i `\ ·F﹁alÂC IW1>﹞

Data Structures for Disjoint Sets

«¼± IV>﹞
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

DISJOINT SETS

 ¾]°? ¶²a﹎ ]°﹞b1Â± ċ1½\a?`1﹋ ¿[a?n ]°Fh½ 0cN﹞ ¾ ·︻³¬N﹞ ¾\0]︺G =©1﹇ `\ 0cN﹞ ap°︻Ċ

b0 ]°G`1>︻ b1Â± \`³﹞ D1Â¨¬︻ ²\č

¯F﹁1Ã
Find

 ¶]m ¶\0\ ap°︻ ·﹋ ¾0 ·︻³¬N﹞ ¯F﹁1Ã
\`0\ `0a﹇ ®2 `\

~1¬FO0
Union

¶]m ¶\0\ ¾ ·︻³¬N﹞ ²\ ~1¬FO0

Ei0 ³ق﹁ D1Â¨¬︻ ²\ b0 ]﹞2`1﹋ ¿±1>ÂFlC ¾0a? ¾0 ¶\0\ ®1¬F[1i ¿W0ay ċف]½Ċ
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

DISJOINT SETS

¶\0\  ®1¬F[1i

]°﹋ ¿﹞ ¾`0]¼﹍± 0` ¾0cN﹞ ¾1Ã³C ¾1½ ·︻³¬N﹞ b0 ¾0 ¶\0³±1[ ċ0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞ ¾ ¶\0\ ®1¬F[1iĊ

± wi³G ·︻³¬N﹞ a½¾ ¶]°Ã1¬ \³m ¿﹞ oZl﹞ ċEi0 ·︻³¬N﹞ ®2 b0 ¾³t︻ ·﹋ ®2Ċ

a﹎0 ·﹊°Ã0 w﹆﹁ ĎEhÂ± «¼﹞ \³m ¿﹞ ¶\1﹀Fi0 ¶]°Ã1¬± ®0³°︻ ·? ³t︻ ª0]﹋ ·﹊°Ã0 1½\a?`1﹋ ¿[a? `\  ¾ ¶]°Ã1¬±
a? ¿±1h﹊Ã ¾1½ Yi1C ·? ]Ã1? ċ«Â°﹋ Ei0³[`\ ·︻³¬N﹞ ®\0\ aÂÂ︽G ®²]? `1? ]°S 0` 1Ã³C ¾ ·︻³¬N﹞«ÂiĊ

Representative

1 2 3{ , , , , }kS S S S= …S

 \³m ¿﹞ ¶\0\ kÃ1¬± ÅÂm ﹉Ã =©1﹇ `\ ·︻³¬N﹞ b0 ap°︻ a½Ěxę

·︻³¬N﹞ \1NÃ0

 ®2 ³t︻ 1¼°G ·﹋ ]Ã]O ¾ ·︻³¬N﹞ ﹉Ãx  Ei0
]°﹋ ¿﹞ \1NÃ0 0`Ċ

Ěx ]m1? ¾a﹍Ã\ ¾ ·︻³¬N﹞ ³t︻ ]Ã1>±ęĊ

¯F﹁1Ã~1¬FO0
MAKE-SET(x)FIND-SET(x)UNION(x,y)

 ¾ ·︻³¬N﹞ ¾ ¶]°Ã1¬± ·? ¾a﹎ ¶`1m0
 ﹏﹞1mx ]±0\a﹎ ¿﹞a? 0`Ċ

 ﹏﹞1m 0cN﹞ ¾1Ã³C ¾ ·︻³¬N﹞ ²\x  ²y  ·﹋
x

S 
 ²
y

S  ·﹋ ]Ã]O ¾ ·︻³¬N﹞ ﹉Ã `\ 0` \`0\ ª1±
 ² ]½\ ¿﹞ `0a﹇ Ei0 ·︻³¬N﹞ ²\ ~1¬FO0

 gBi
x

S  ²
y

S ]°﹋ ¿﹞ ف_W 0`Ċ
 ¾1t︻0 b0 ¿﹊Ã ]Ã]O ¾ ·︻³¬N﹞ ¾ ¶]°Ã1¬±

x
S 

 1Ã
y

S Ei0Ċ
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

CONNECTED COMPONENTS

E¼O ®²]? 0فa﹎ ﹉Ã ]°>¬½ ¾1½ ·﹀©µ﹞ ¯F﹁1Ã `\ \a?`1﹋

CONNECTED-COMPONENTS `0²ل

o f4` a½ b1︾2 `\  ¾ ·︻³¬N﹞ `\
\aÂ﹎ ¿﹞ `0a﹇ j\³[Ċ

o 1لÃ a½ ¾0a? gBi ~1¬FO0 ċ
 ﹏﹞1m ·﹋ ¿Ã1½ ·︻³¬N﹞  ²  ċ]°Fh½

\³m ¿﹞ ¯ÂÂ︺GĊ

SAME-COMPONENT `0²ل

o 0²ل` ¯Ã0 ċ¿¨>﹇ 0¾ `0²لaO0 b0 gC
 ﹉Ã `\ f4` ²\ ·﹋ ]°﹋ ¿﹞ oZl﹞

aÂ[ 1Ã ]±`0\ `0a﹇ ]°>¬½ ¾ ·﹀©µ﹞Ċ
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

CONNECTED COMPONENTS

E¼O ®²]? 0فa﹎ ﹉Ã ]°>¬½ ¾1½ ·﹀©µ﹞ ¯F﹁1Ã `\ \a?`1﹋ č1لJ﹞

]°>¬½ ¾ ·﹀©µ﹞ `1¼S 1? E¼O ®²]? 0فa﹎ ﹉Ã b0 1لJ﹞č

: 1Ã a½ jb0\aC b0 gC 0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞ ¾ ¶\0³±1[CONNECTED-COMPONENTSل wi³G `0²ل 
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

DISJOINT SETS

¾]±³ÂC EhÂ© 1? ¿Ã1¬±b1?

o¾]±³ÂC EhÂ© ﹉Ã 1? ·︻³¬N﹞ a½ kÃ1¬±
o﹋ ¿﹞ ﹏¬︻ ®2 ¾ ·︻³¬N﹞ ¾ ¶]°Ã1¬± ®0³°︻ ·? ¾]±³ÂC EhÂ© a½ `\ ÅÂm ¯Â©²0]°Ċ
o a﹎ ¶`1m0 ²\ EhÂ© a½head  ²tail Ě ·? a﹎ ¶`1m0ai  ²·G EhÂ© ę\`0\Ċ

¾]±³ÂC EhÂ© ¾ ¶a﹎ a½ `1F[1i

¶]°Ã1¬±
Representative

¶]°Ã1¬± ³t︻ ·? ¾a﹎ ¶`1m0

]Â¨﹋
Key

¾]︺?
Next

·︻³¬N﹞ ³t︻

 ·︻³¬N﹞ ¾]︺? ³t︻ ¾²1W ¿Æm ·? ¾a﹎ ¶`1m0
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DISJOINT SETS

¾]±³ÂC EhÂ© 1? ¿Ã1¬±b1? č1لJ﹞
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DISJOINT SETS

¾]±³ÂC EhÂ© 1? ¿Ã1¬±b1? č0aO0 ®1﹞b ﹏Â¨VG
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

AUGMENTED LINKED-LIST

¶\²c﹁0 ¾]±³ÂC EhÂ© 1? ¿Ã1¬±b1?
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

AUGMENTED LINKED-LIST

¶\²c﹁0 ¾]±³ÂC EhÂ© 1? ¿Ã1¬±b1? č ~1¬FO0 D1Â¨¬︻Ě۱  b0۳ę
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

AUGMENTED LINKED-LIST

¶\²c﹁0 ¾]±³ÂC EhÂ© 1? ¿Ã1¬±b1? č ~1¬FO0 D1Â¨¬︻Ě۲  b0۳ę
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

AUGMENTED LINKED-LIST

¶\²c﹁0 ¾]±³ÂC EhÂ© 1? ¿Ã1¬±b1? č ~1¬FO0 D1Â¨¬︻Ě۳  b0۳ę
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

AUGMENTED LINKED-LIST

¶\²c﹁0 ¾]±³ÂC EhÂ© 1? ¿Ã1¬±b1? č a﹍Ã\ ¿G`³q ·? ~1¬FO0 D1Â¨¬︻Ě۱  b0۳ę
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

AUGMENTED LINKED-LIST

¶\²c﹁0 ¾]±³ÂC EhÂ© 1? ¿Ã1¬±b1? č a﹍Ã\ ¿G`³q ·? ~1¬FO0 D1Â¨¬︻Ě۲  b0۳ę
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

AUGMENTED LINKED-LIST

¶\²c﹁0 ¾]±³ÂC EhÂ© 1? ¿Ã1¬±b1? č a﹍Ã\ ¿G`³q ·? ~1¬FO0 D1Â¨¬︻Ě۳  b0۳ę
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

DISJOINT SETS

¾]±³ÂC EhÂ© 1? ¿Ã1¬±b1? č1لJ﹞

1
{ , , }S f g d= 2

{ , , , }S c h e b=

1
{ , , , , , , }S f g d c h e b=

\³m ¿﹞ ·F[1i ²\ ®2 ~1¬FO0 b0 ]Ã]O ¾ ·︻³¬N﹞ ﹉Ã ² ċ¶]m ف_W ³︻· ¾ ²0ل¬N﹞ ²\ ċ~1¬FO0 ﹏¬︻ ª1N±0 1?Ċ
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞
¾]±³ÂC EhÂ© 1? ¿Ã1¬±b1? č~1¬FO0 ﹏¬︻ ¾b1i ¶\1ÂC

D1Â¨¬︻ UNION(x,y)

o EhÂ©y  EhÂ© ¾1¼F±0  ·? 0`x ]°﹋ ¿﹞ ·﹁1u0Ċ
o ¾²1W ¾ ·︻³¬N﹞ ¾ ¶]°Ã1¬± b1︾2 `\ ·﹋ Ei0 ¾ap°︻ ċ]Ã]O ¾ ·︻³¬N﹞ ¾ ¶]°Ã1¬±x Ei0 ¶\³?Ċ
o `\ 0]F?0 ·﹋ ¿ÆÂm a½ ¾0a? ċ¶]°Ã1¬± ·? a﹎ ¶`1m0 ]Ã1? gCy \³m ª1﹍°½ ·? ċEi0 ¶\³?Ċ

Ě EhÂ© ³لy =hW a? `1﹋ ¯Ã0 ®1﹞by Ei0 ¿x[ęĊ
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞
¾]±³ÂC EhÂ© 1? ¿Ã1¬±b1? č¿°﹊mai ﹏Â¨VG

o b0 ¾0 ·©1>±\m  ¾²` D1Â¨¬︻n ·﹋ «Ã`0\ ÅÂm
m = 2n − 1

on  ċ²0ل D1Â¨¬︻MAKE-SET Ei0
on − 1  ¾]︺? D1Â¨¬︻UNION Ei0Ċ

o ¾0aO0 ®1﹞bn  ²0ل D1Â¨¬︻ Ei0Ċ
o gBin − 1  D1Â¨¬︻UNION 

 ÅÂmi]°﹋ ¿﹞ ª1﹍°½ ·? 0` ª0Ċ
o wi³G ·﹋ ¿Ã1Âm0 ﹏﹋ \0]︺GUNION  ª1﹍°½ ·?

b0 Ei0 D`1>︻ \³m ¿﹞č

o ¾b1i ¶\1ÂC gCUNION  ®1﹞b ·?  b1Â±
 ¯Ã0 ¿°﹊mai ¾ ·°Ãc½ ² \`0\m  a?0a? D1Â¨¬︻

1? Ei0č

1 2

1
( )

n

i
i n

−

=

= Θ∑

2( ) ( ) / (2 1) ( )T n n n n= Θ − = Θ

Ě ¿±0³[0a﹁ a½ ¾0b0 ·? E©1W ¯ÃaG]? `\ ~1¬FO0 wi³F﹞ ®1﹞b   0aÃb ċEi0\³m ¿﹞ ·﹁1u0 aG ¶1G³﹋ EhÂ© ·? aG ¿±﹐³y EhÂ©ęĊ
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

WEIGHTED-UNION HEURISTIC

¾]±³ÂC EhÂ© 1? ¿Ã1¬±b1? č`0\ ®b² ~1¬FO0 ﹉ÂFhÃ`³Â½

 `0\ ®b² ~1¬FO0 ﹉ÂFhÃ`³Â½ j²`Ě EhÂ© a½ ®b² ĖEhÂ© ®2 aq1°︻ \0]︺Gęċ
]°﹋ ¿﹞ ·﹁1u0 aG ¿±﹐³y EhÂ© ·? 0` aG ¶1G³﹋ EhÂ© ·lÂ¬½Ċ

⇓

 ·︻³¬N﹞ ²\ a½ a﹎0 ċ]m1? ·Fm0\ ³t︻
 D1Â¨¬︻UNION Ě~1¬FO0 ę  ]°﹋ ¿﹞ فap﹞ ®1﹞bĊ

 b0 ¾0 ·©1>±\m D1Â¨¬︻
o  MAKE-SET

oFIND-SET

oUNION

 ·﹋ «Ã`0\n  ċ®2 ¾1GMAKE-SET Ei0Ċ

﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞ ¾]±³ÂC EhÂ© ¿Ã1¬±b1? b0 ¶\1﹀Fi0 1? 0cN
ċ`0\ ®b² ~1¬FO0 ﹉ÂFhÃ`³Â½ j²` ²

\`0\ b1Â± aÃb ®1﹞b ·? D1Â¨¬︻ b0 ·©1>±\ ¯Ã0č
( log )O m n n+

·.Â.t.﹇
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

WEIGHTED-UNION HEURISTIC

¾]±³ÂC EhÂ© 1? ¿Ã1¬±b1? č`0\ ®b² ~1¬FO0 ﹉ÂFhÃ`³Â½
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

WEIGHTED-UNION HEURISTIC

¾]±³ÂC EhÂ© 1? ¿Ã1¬±b1? č`0\ ®b² ~1¬FO0 ﹉ÂFhÃ`³Â½
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

BALANCED-TREE REPRESENTATION

®b0³F﹞ ¾1½ E[`\ 1? ¿Ã1¬±b1?
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

BALANCED-TREE REPRESENTATION

®b0³F﹞ ¾1½ E[`\ 1? ¿Ã1¬±b1? č0aO0 ®1﹞b ﹏Â¨VG
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞

BALANCED-TREE REPRESENTATION

1½ E[`\ 1? ¿Ã1¬±b1?
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞ ﹏﹍°O

DISJOINT SETS FOREST

ċ0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞ aG ︹Ãai ¾b1i ¶\1ÂC ﹉Ã
 D`³q ·? 1¼±2 ¿Ã1¬±b1? `0\ ·lÃ` ¾1½ E[`\Ei0č

o a½¶a﹎ Ei0 ³t︻ ﹉Ã ¾ ¶]°½\ ®1l±Ċ
o a½E[`\ Ei0 ·︻³¬N﹞ ﹉Ã ¾ ¶]°½\ ®1l±Ċ

o]°﹋ ¿﹞ ¶`1m0 j]©0² ·? w﹆﹁ ³t︻ a½Ċ
oEi0 ·︻³¬N﹞ ¾ ¶]°Ã1¬± ċE[`\ a½ ¾ ·lÃ`Ċ
o]°﹋ ¿﹞ ¶`1m0 j\³[ ·? E[`\ ¾ ·lÃ`Ċ
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0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞ ﹏﹍°O

UNION BY RANK

·>G` =hW a? ~1¬FO0 ﹉ÂFhÃ`³Â½ j²`

 aF¬﹋ ¾ ¶a﹎ \0]︺G 1? E[`\ ¾ ·lÃ`
]°﹋ ¿﹞ ¶`1m0 aFlÂ? ¾ ¶a﹎ \0]︺G 1? E[`\ ¾ ·lÃ` ·?Ċ

¾b1i ¶\1ÂC ¾0a?č
ċ¶a﹎ a½ b0 ﹏q1W E[`\aÃb ¾ ¶b0]±0 UÃaq ¿?1Ã\` ¾1O ·?

 ¾ ¶a﹎ a½ ¾0a?x ¾ ·>G` ċrank[x] «Ã`0\ ¿﹞ ·﹍± 0`č
rank[x]   Ė¶a﹎ ~1﹀G`0 ¾﹐1? ®0a﹋

o ¾ap°︻ ﹉G ¾ ·︻³¬N﹞ ¿F﹇²\1NÃ0  ¾ ·>G` ċ\³m ¿﹞
Ei0 a﹀q ċ¶a﹎ ¯Ã0 ¾ ·Â©²0Ċ

o ¾0aO0 ª1﹍°½~1¬FO0 ·? aG ﹉S³﹋ ¾ ·>G` 1? ¾0 ·lÃ` ċ
]°﹋ ¿﹞ ¶`1m0 aG گ`c? ¾ ·>G` 1? ¾0 ·lÃ`Ċ

Ě]°°﹋ ¿¬± aÂÂ︽G 1½ ·>G` \³[ ¿©²ęĊ

o ¾0aO0 ª1﹍°½~1¬FO0 ċ\³? ®1h﹊Ã ċ1½ ·lÃ` ¾ ·>G` a﹎0 ċ
 <1ZF±0 ]©0² ®0³°︻ ·? 1½ ·lÃ` b0 ¿﹊Ã ¶0³Z©\ `³y ·?

]?1Ã ¿﹞ kÃ0c﹁0 ]W0² ﹉Ã ®2 ¾ ·>G` ² \³m ¿﹞Ċ 0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞ `\ ¶a﹎ a½ ¾ ·>G` Ė
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 ﹏¬︻ ¯ÂW `\ aÂh﹞ ¾b1i ¶\al﹁FIND-SET \³m ¿﹞ ¶\1﹀Fi0Ċ

 `\ ¶a﹎ a½ ]Ã1?¯F﹁1Ã aÂh﹞°﹋ ¶`1m0 ·lÃ` ·? Ø1¬Â﹆Fh﹞ ċ]Ċ

]½\ ¿¬± aÂÂ︽G 0` 1½ ·>G` ċaÂh﹞ ¾b1i ¶\al﹁Ċ

¾b1i ¶\1ÂC ¾0a?č

o `\ ċ²0ل ¾ ·¨Wa﹞ `\ ¯F﹁1Ã aÂh﹞ \²` ¿﹞ ﹐1? E¬i ·?
]ia? ·lÃ` ·? 1GĊ

o `\ ċª²\ ¾ ·¨Wa﹞ `\ ¯F﹁1Ã aÂh﹞\²` ¿﹞ ¯ÂÃ1C E¬i ·?
]°﹋ ª1﹍°½ ·? 0` ¶a﹎ a½ 1GĊ
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¾0aO0 b0 ﹏>﹇ ·︻³¬N﹞ ﹉Ã ¾ ¶]°°﹋ ¿Ã1¬±b1? E[`\
FIND-SET(a)

¾0aO0 b0 ]︺? ·︻³¬N﹞ ®1¬½ ¾ ¶]°°﹋ ¿Ã1¬±b1? E[`\
FIND-SET(a)

aÂh﹞ ¾b1i ¶\al﹁ 1?

 ¾0aO0 ¯ÂW `\ aÂh﹞ ¾b1i ¶\al﹁FIND-SET(a)
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 b0 ¾0 ·©1>±\m D1Â¨¬︻
o  MAKE-SET

oFIND-SET

oUNION

«Ã`0\Ċ
 D1Â¨¬︻ ª1¬G ·﹊°Ã0 ra﹁ 1?UNION  b0 ﹏>﹇FIND-SET ċ\³m ª1N±0

 0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞ ¿F[`\ ¿Ã1¬±b1? b0 ¶\1﹀Fi0 1?
 j²` ² aÂh﹞ ¾b1i ¶\al﹁ Đ·>G` =hWa? ~1¬FO0ċ

\`0\ b1Â± aÃb ®1﹞b ·? E©1W ¯ÃaG]? `\ D1Â¨¬︻ b0 ·©1>±\ ¯Ã0č

( )O m

·.Â.t.﹇
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 b0 ¾0 ·©1>±\m D1Â¨¬︻
o  MAKE-SET

oFIND-SET

oUNION

·﹋ «Ã`0\
on  ċ®2 ¾1GMAKE-SET Ei0Ċ
o aJ﹋0]W ·NÂF± `\n − 1  ®2 ¾1GUNION Ei0Ċ
of  ċ®2 ¾1GFIND-SET Ei0Ċ

 0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞ ¿F[`\ ¿Ã1¬±b1? b0 ¶\1﹀Fi0 1?
 j²` ² aÂh﹞ ¾b1i ¶\al﹁Ě¿Ã1¼°G ·?ęċ

\ b1Â± aÃb ®1﹞b ·? E©1W ¯ÃaG]? `\ D1Â¨¬︻ b0 ·©1>±\ ¯Ã0\`0č

2
(1 log )f

n

n f n
+

Θ + ⋅ +

·.Â.t.﹇
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 b0 ¾0 ·©1>±\m D1Â¨¬︻
o  MAKE-SET

oFIND-SET

oUNION

·﹋ «Ã`0\
on  ċ®2 ¾1GMAKE-SET Ei0Ċ
o aJ﹋0]W ·NÂF± `\n − 1  ®2 ¾1GUNION Ei0Ċ
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 j²` ² aÂh﹞ ¾b1i ¶\al﹁ Đ·>G` =hW a? ~1¬FO0ċ

\ b1Â± aÃb ®1﹞b ·? E©1W ¯ÃaG]? `\ D1Â¨¬︻ b0 ·©1>±\ ¯Ã0\`0č
( ( ))O m nα⋅

·.Â.t.﹇

 Ei0 ]°﹋ `1Âh? ]m` 1? ¿︺?1G ċ¯﹞a﹋2 ︹?1G f³﹊︺﹞
 0cN﹞ ¾1½ ·︻³¬N﹞ b0 ¿︺﹇0² \a?`1﹋ a½ `\ ·﹋ Ei0Ċ
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