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http://courses.fouladi.ir/algorithm
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Amortized Analysis

«Fl½ IV>﹞
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¿°﹊mai ﹏Â¨VG
]°﹋ ¿﹞ ﹏Â¨VG 0` 1½ ﹏¬︻ b0 ·©1>±\ ﹉Ã ·﹋ Ei0 ¾\a>½0`
ĎEi0 ﹉S³﹋ ﹏¬︻ a½ wi³F﹞ ¾ ·°Ãc½ ]½]? ®1l± 1G

]m1? ®0a﹎ ·©1>±\ ®2 `\ ]W0² ﹏¬︻ ﹉Ã a﹎0 ¿FWĊ
³m ¿¬± aÂ﹎`\ 1N°Ã0 `\ D﹐1¬FW0 1﹞0 ċ«Â°﹋ ¿﹞ ¶\1﹀Fi0 ¯Â﹍±1Â﹞ b0 ·Sa﹎0]±Ċ

 ċ¿°﹊mai ﹏Â¨VG ﹏¬︻ a½ wi³F﹞ ¿Ã2`1﹋ 0` E©1W ¯ÃaG]? `\﹞ ¯Â¬tG]°﹋ ¿Ċ
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 D1Â¨¬︻ a½ ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½1? a?0a?
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¿︺¬NG j²`
Aggregate Method

F﹞ ¿°﹊mai ﹏Â¨VG j²` ·i[²0ل

¾`0]?1hW j²`
Accounting Method

﹏Âh±1FC j²`
Potential Method
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AGGREGATE METHOD

¿︺¬NG j²`

¿︺¬NG j²`
Aggregate Method

F﹞ ¿°﹊mai ﹏Â¨VG j²` ·i[²0ل

¾`0]?1hW j²`
Accounting Method

﹏Âh±1FC j²`
Potential Method

ċ¶\1i
 E﹇\ ®\³? aF¬﹋

a﹍Ã\ j²` ²\ ·? E>h±

Ě 1½ ·°Ãc½ ~³¬N﹞ ¾ ·>i1V﹞
D1Â¨¬︻ \0]︺G a? «Âh﹆Gę
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ACCOUNTING METHOD

¾`0]?1hW j²`

¿︺¬NG j²`
Aggregate Method

F﹞ ¿°﹊mai ﹏Â¨VG j²` ·i[²0ل

¾`0]?1hW j²`
Accounting Method

﹏Âh±1FC j²`
Potential Method

● ﹉Ã 1? D1Â¨¬︻ a½¾ ·°Ãc½ 
 ¿ua﹁ ¾ ¶]m ̄ ﹊mai

d`1m \³m ¿﹞Ċ
● ®2 ª1N±0 ¾0a? ︼¨>﹞ ¯Ã0

\³m ¿﹞ فap﹞ D1Â¨¬︻Ċ
●·¨q1﹁﹑? ·﹋ ¿︽¨>﹞ a½ 

 ¾0a? ċ\³l± فap﹞
D1Â¨¬︻ wi³G ¶\1﹀Fi0 

 `\ ¾]︺?®cZ﹞  ¶aÂ[^
\³m ¿﹞Ċ
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ACCOUNTING METHOD

● ﹉Ã 1? D1Â¨¬︻ a½ ¿ua﹁ ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½d`1m \³m ¿﹞Ċ
 D1Â¨¬︻ ¿ua﹁ ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½i,ª0 č

●\³m ¿﹞ فap﹞ D1Â¨¬︻ ®2 ª1N±0 ¾0a? ︼¨>﹞ ¯Ã0 b0Ċ
●D1Â¨¬︻ wi³G ¶\1﹀Fi0 ¾0a? ċ\³l± فap﹞ ·¨q1﹁﹑? ·﹋ ¿︽¨>﹞ a½  ¾]︺?

 `\®cZ﹞ Ě﹉±1? ę\³m ¿﹞ ¶aÂ[^Ċ
● \³m ¿﹀°﹞ ]Ã1>± ¿﹊±1? ®b0³G⇐  a½ ¾0a? ·﹋ «Âm1? ¯Æ¬x﹞ ]Ã1?n

● ċ¶]m ̄ ﹊mai ¾1½ ·°Ãc½ ~³¬N﹞ ċD`³q ¯Ã0 `\
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 L`\ D1Â¨¬︻ ¿ua﹁ ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ d`1mi, 1? ª0
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ACCOUNTING ANALYSIS OF DYNAMIC TABLES
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POTENTIAL METHOD

﹏Âh±1FC j²`

¿︺¬NG j²`
Aggregate Method

F﹞ ¿°﹊mai ﹏Â¨VG j²` ·i[²0ل

¾`0]?1hW j²`
Accounting Method

﹏Âh±1FC j²`
Potential Method

 ®0³°︻ ·? ¿﹊±1? <1hW ·?
﹏Âh±1FC ¾da±0

1Ã³C ¾ ·︻³¬N﹞ ﹉Ã
«Â°﹋ ¿﹞ ¶1﹍±Ċ
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﹏Âh±1FC j²`

POTENTIAL METHOD

 ¿﹊±1? <1hW ·? ®0³°︻ ·? ﹏Âh±1FC ¾da±0﹋ ¿﹞ ¶1﹍± 1Ã³C ¾ ·︻³¬N﹞ ﹉Ã«Â°Ċ

● ·Â©²0 ¾ ¶\0\ ®1¬F[1i ﹉Ã 1? «Â°﹋ ¿﹞ ~²amĊ
● D1Â¨¬︻, ċª0  ·? 0` ]°﹋ ¿﹞ ﹏Ã]>GĊ
● D1Â¨¬︻ ¾ ·°Ãc½, ċª0 Ei0Ċ
● ﹉Ã ﹏Âh±1FC ︹?1G «Â°﹋ ¿﹞ ︿Ãa︺G aÃb D`³q ·? 0`č

● ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½  ﹏Âh±1FC ︹?1G ·? ·O³G 1? \³m ¿﹞ ︿Ãa︺Gč
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﹏Âh±1FC j²`

POTENTIAL FUNCTION

﹏Âh±1FC ︹?1G ª³¼﹀﹞

 D1Â¨¬︻i,¾]︺? ¾ ¶\1﹀Fi0 ¾0a? ]°﹋ ¿﹞ ¶aÂ[^ ¶\0\ ®1¬F[1i `\ 0` `1﹋ ª0Ċ

 D1Â¨¬︻ ª1N±0 ·? ﹉¬﹋ ¾0a? 0` ¶]m ¶aÂ[^ `1﹋ ¶\0\ ®1¬F[1ii,]½\ ¿﹞ ﹏Ã³VG ª0Ċ
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﹏Âh±1FC j²`

THE AMORTIZED COSTS BOUND THE TRUE COSTS

\³m ¿﹞ ¿︺﹇0² ¾1½ ·°Ãc½ ~³¬N﹞ ¯ÂÃ1C ®0a﹋ ¶]m ̄ ﹊mai ¾1½ ·°Ãc½ ~³¬N﹞

 b0 ·©1>±\ ﹉Ã ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ ~³¬N﹞n \³m ¿﹞ D1Â¨¬︻č
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﹏Âh±1FC j²`

POTENTIALANALYSIS OF DYNAMIC TABLES

1J﹞ č ﹏Âh±1FC j²` 1? 0aO0 ®1﹞b ¿°﹊mai ﹏Â¨VGĚ۱  b0%ęل

﹝1Jل

 b0 gC ²ل]O ﹏Âh±1FC ︿Ãa︺Gi,  L`\ ¯Â﹞0Ě                            ra﹁ 1?ę
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﹏Âh±1FC j²`

POTENTIALANALYSIS OF DYNAMIC TABLES

1J﹞ č ﹏Âh±1FC j²` 1? 0aO0 ®1﹞b ¿°﹊mai ﹏Â¨VGĚ۲  b0%ęل

 ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½i,L`\ ¯Â﹞0
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﹏Âh±1FC j²`

POTENTIALANALYSIS OF DYNAMIC TABLES

1J﹞ č ﹏Âh±1FC j²` 1? 0aO0 ®1﹞b ¿°﹊mai ﹏Â¨VGĚ۳  b0%ęل

 ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½i,L`\ ¯Â﹞0
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﹏Âh±1FC j²`

POTENTIALANALYSIS OF DYNAMIC TABLES

1J﹞ č ﹏Âh±1FC j²` 1? 0aO0 ®1﹞b ¿°﹊mai ﹏Â¨VGĚ%  b0%ęل

 ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½i,L`\ ¯Â﹞0
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﹏Âh±1FC j²`
﹏Âh±1FC j²` 1? 0aO0 ®1﹞b ¿°﹊mai ﹏Â¨VG

1Ã³C ²ل]O ﹉Ã `\ ¿©0³F﹞ ¾1½ L`\ ¾0b0 ·? ﹏Âh±1FC ︹?1G ² aq1°︻ \0]︺G ċ¶b0]±0 ¾1½`0\³¬±
Ě«Ã`0]± ف_W ﹏¬︻ ·﹋ ¿F©1W `\ę
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﹏Âh±1FC j²`
﹏Âh±1FC j²` 1? 0aO0 ®1﹞b ¿°﹊mai ﹏Â¨VG

1Ã³C ²ل]O ﹉Ã `\ ¿©0³F﹞ ¾1½ ف_W ² 1½ L`\ ¾0b0 ·? ﹏Âh±1FC ︹?1G ² aq1°︻ \0]︺G ċ¶b0]±0 ¾1½`0\³¬±
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1J﹞ č·±1﹎]°S D1Â¨¬︻ 1? ·FlCل

]m1? ¶]m ︿Ãa︺G aÃb D1Â¨¬︻ ·FlC ﹉Ã ¾²` a? «Â°﹋ ¿﹞ ra﹁č

PUSH

 aF﹞0`1Ck \aÂ﹎ ¿﹞ 0`
 ²k ·FlC ¾﹐1? ap°︻

W ﹉Ã ·? ﹉Ã 0`Ċ_ف ﹝¿ ﹋°[

Ě ·FlC `\ \³O³﹞ aq1°︻ \0]︺G a﹎0
b0 aF¬﹋k   aq1°︻ ¾ ·¬½ ċ\³?

]±³m ¿﹞ ف_W ﹉Ã ·? ﹉ÃęĊ

POP MULTIPOP
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1J﹞ č·±1﹎]°S D1Â¨¬︻ 1? ·FlCل
 b0 1لJ﹞MULTIPOP

MULTIPOP(S,4) MULTIPOP(S,7)
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1J﹞ č·±1﹎]°S D1Â¨¬︻ 1? ·FlCل
D1Â¨¬︻ a½ ¾0aO0 ®1﹞b

PUSH POP MULTIPOP

MULTIPOP(S,k)POP(S,x)PUSH(S,x)

(1)O (1)O (min{ , })O s k

size( )s S=

¿°﹊mai ﹏Â¨VG č b0 ·©1>±\ ﹉Ãn «ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ 0` ¿©1[ ¾ ·FlC ﹉Ã ¾²` a? ³ق﹁ D1Â¨¬︻Ċ
ĈEhÂS D1Â¨¬︻ ·©1>±\ ¯Ã0 ¾0a? ¶]m فap﹞ ®1﹞b ~³¬N﹞ E©1W ¯ÃaG]? `\

 ¯Â? ¯Ã0 `\ D1Â¨¬︻ ¯ÃaG ·°Ãc½aCMULTIPOP(S,n)  ¾ ·°Ãc½ 1? ċEi0
 b0 ¾0 ·©1>±\ ¾ ·°Ãc½ gCn  \³m ¿﹞ D1Â¨¬︻Ċ

Ei0 ﹅Â﹇\1± 1﹞0 ċEi`\ ·NÂF± ¯Ã0ĉĉ
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1J﹞ č·±1﹎]°S D1Â¨¬︻ 1? ·FlCل
¿︺¬NG ﹏Â¨VG j²` 1? ¿°﹊mai ﹏Â¨VG

PUSH POP MULTIPOP

MULTIPOP(S,k)POP(S,x)PUSH(S,x)

¿°﹊mai ﹏Â¨VG č b0 ·©1>±\ ﹉Ãn «ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ 0` ¿©1[ ¾ ·FlC ﹉Ã ¾²` a? ³ق﹁ D1Â¨¬︻Ċ
ĈEhÂS D1Â¨¬︻ ·©1>±\ ¯Ã0 ¾0a? ¶]m فap﹞ ®1﹞b ~³¬N﹞ E©1W ¯ÃaG]? `\

 a﹎0  \³m ¿﹞ ·FlC aq1°︻ \0]︺G aJ﹋0]W ċ«Âm1? ·Fm0\ ﹏¬︻ Ě ·¬½ ¿F﹇²PUSH ]°m1?ęĊ
 `1? ﹉Ã Ø1﹆Â﹇\ ċ·FlC ﹏[0\ ap°︻ a½PUSH  `1? ﹉Ã aJ﹋0]W ²POP \³m ¿﹞Ċ

 ﹏¬︻ 1? Ø1¬Â﹆Fh﹞ 1Ã ap°︻ ﹉ÃPOP  1? 1Ã \³m ¿﹞ ف_WMULTIPOPĊ

 aJ﹋0]W ~³¬N﹞ `\ gC  ﹏¬︻ `1?PUSH  ²POP  ﹉Ã a½ ¾ ·°Ãc½ ·﹋ \³m ¿﹞ ª1N±0 ¾\1︻ Ei0Ċ
1? Ei0 =i1°F﹞ ﹏¬︻ a½ ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ gC

2 / 2 (1)n n O= =
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1J﹞ č·±1﹎]°S D1Â¨¬︻ 1? ·FlCل
¾`0\ <1hW j²` 1? ¿°﹊mai ﹏Â¨VG

PUSH POP MULTIPOP

MULTIPOP(S,k)POP(S,x)PUSH(S,x)

¿°﹊mai ﹏Â¨VG č b0 ·©1>±\ ﹉Ãn «ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ 0` ¿©1[ ¾ ·FlC ﹉Ã ¾²` a? ³ق﹁ D1Â¨¬︻Ċ
ĈEhÂS D1Â¨¬︻ ·©1>±\ ¯Ã0 ¾0a? ¶]m فap﹞ ®1﹞b ~³¬N﹞ E©1W ¯ÃaG]? `\

 a﹎0  D1Â¨¬︻ ¯Ã0 ¾ ·¬½ E©1W ¯ÃaG]? `\ ċ«Âm1? ·Fm0\ ﹏¬︻PUSH ·? ·O³G 1? ² Ei0

 `0]﹆﹞   ¾0a? ﹐1? ®0a﹋  ﹏¬︻PUSH Ei0Ċ
  b0 ·©1>±\ a½ ¾0a? ċ¯Ã0a?1°? ︺﹇0² ¾ ·°Ãc½ ¾0a? ﹐1? ®0a﹋ ﹉Ã ċ﹏﹋ ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ ċ1±· ¾ ﹁³ق﹎ ·i ﹏¬︻ ¿

Ei0 ﹏﹋ Ċ ﹏﹋ ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ ®³S \³m ¿﹞ ﹏¬︻ a½ ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ gC ċEi0č

1 1
ˆ 2

n n

i ii i
c c n

= =
≥ =∑ ∑

1

2

1

0

1

min{ , }s k

 ¿︺﹇0² ¾ ·°Ãc½Ė
 ¯﹊mai ¾ ·°Ãc½Ė

 ¿︺﹇0² ¾ ·°Ãc½Ė
 ¯﹊mai ¾ ·°Ãc½Ė

 ¿︺﹇0² ¾ ·°Ãc½Ė
 ¯﹊mai ¾ ·°Ãc½Ė

( ) / (1)O n n O=
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1J﹞ č·±1﹎]°S D1Â¨¬︻ 1? ·FlCل
﹏Âh±1FC j²` 1? ¿°﹊mai ﹏Â¨VG

PUSH POP MULTIPOP

MULTIPOP(S,k)POP(S,x)PUSH(S,x)

¿°﹊mai ﹏Â¨VG č b0 ·©1>±\ ﹉Ãn «ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ 0` ¿©1[ ¾ ·FlC ﹉Ã ¾²` a? ³ق﹁ D1Â¨¬︻Ċ
ĈEhÂS D1Â¨¬︻ ·©1>±\ ¯Ã0 ¾0a? ¶]m فap﹞ ®1﹞b ~³¬N﹞ E©1W ¯ÃaG]? `\

«ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ ·FlC `\ \³O³﹞ aq1°︻ \0]︺G 0` ﹏Âh±1FC ︹?1GĊ
gC ċEi0 ¿©1[ ·FlC 0]F?0 `\č

·NÂF± `\

( )iDΦ

0( ) ( ) 0nD DΦ ≥ Φ =

0( ) 0DΦ =
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1J﹞ č·±1﹎]°S D1Â¨¬︻ 1? ·FlCل
﹏Âh±1FC j²` 1? ¿°﹊mai ﹏Â¨VG č ﹏¬︻PUSH

PUSH POP MULTIPOP

MULTIPOP(S,k)POP(S,x)PUSH(S,x)

¿°﹊mai ﹏Â¨VG č b0 ·©1>±\ ﹉Ãn «ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ 0` ¿©1[ ¾ ·FlC ﹉Ã ¾²` a? ³ق﹁ D1Â¨¬︻Ċ
ĈEhÂS D1Â¨¬︻ ·©1>±\ ¯Ã0 ¾0a? ¶]m فap﹞ ®1﹞b ~³¬N﹞ E©1W ¯ÃaG]? `\

 ﹏¬︻ a﹎0iª0  ﹏¬︻PUSH «Ã`0\ ċ\³m ¿﹞ ·﹁1u0 ap°︻ ﹉Ã ®³S ċ]m1?č

1ˆ ( ) ( ) 1 1 2i i i ic c D D
−

= + Φ − Φ = + =

1( ) ( ) 1i iD D
−

Φ − Φ =

 ﹏¬︻ ¯Ã0 ¿︺﹇0² ¾ ·°Ãc½ gC ċEi0č
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1J﹞ č·±1﹎]°S D1Â¨¬︻ 1? ·FlCل
﹏Âh±1FC j²` 1? ¿°﹊mai ﹏Â¨VG č ﹏¬︻POP

PUSH POP MULTIPOP

MULTIPOP(S,k)POP(S,x)PUSH(S,x)

¿°﹊mai ﹏Â¨VG č b0 ·©1>±\ ﹉Ãn «ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ 0` ¿©1[ ¾ ·FlC ﹉Ã ¾²` a? ³ق﹁ D1Â¨¬︻Ċ
ĈEhÂS D1Â¨¬︻ ·©1>±\ ¯Ã0 ¾0a? ¶]m فap﹞ ®1﹞b ~³¬N﹞ E©1W ¯ÃaG]? `\

 ﹏¬︻ a﹎0iª0  ﹏¬︻POP «Ã`0\ ċ\³m ¿﹞ «﹋ ap°︻ ﹉Ã ®³S ċ]m1?č

1ˆ ( ) ( ) 1 ( 1) 0i i i ic c D D
−

= + Φ − Φ = + − =

1( ) ( ) 1i iD D
−

Φ − Φ = −

 ﹏¬︻ ¯Ã0 ¿︺﹇0² ¾ ·°Ãc½ gC ċEi0č



47الگورىتم ها تـحلىلطراحی و 

E
d
it
io
n

n
d

2
| 

2
0
1
6
  

F
a
ll 

P
re
p
a
re
d
 b
y
 K
a
z
im

 F
o
u
la
d
i  
| 
  

1J﹞ č·±1﹎]°S D1Â¨¬︻ 1? ·FlCل
﹏Âh±1FC j²` 1? ¿°﹊mai ﹏Â¨VG č ﹏¬︻MULTIPOP

PUSH POP MULTIPOP

MULTIPOP(S,k)POP(S,x)PUSH(S,x)

¿°﹊mai ﹏Â¨VG č b0 ·©1>±\ ﹉Ãn «ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ 0` ¿©1[ ¾ ·FlC ﹉Ã ¾²` a? ³ق﹁ D1Â¨¬︻Ċ
ĈEhÂS D1Â¨¬︻ ·©1>±\ ¯Ã0 ¾0a? ¶]m فap﹞ ®1﹞b ~³¬N﹞ E©1W ¯ÃaG]? `\

 ﹏¬︻ a﹎0iª0  ﹏¬︻MILTIPOP  ¾\0]︺G ︹﹇0² `\ ®³S ċ]m1?POP ċEi0
\³m ¿﹞ a﹀q «½ ®2 ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ gCĊ

ˆ 0ic =
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1J﹞ č·±1﹎]°S D1Â¨¬︻ 1? ·FlCل
﹏Âh±1FC j²` 1? ¿°﹊mai ﹏Â¨VG č·NÂF±

PUSH POP MULTIPOP

MULTIPOP(S,k)POP(S,x)PUSH(S,x)

¿°﹊mai ﹏Â¨VG č b0 ·©1>±\ ﹉Ãn «ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ 0` ¿©1[ ¾ ·FlC ﹉Ã ¾²` a? ³ق﹁ D1Â¨¬︻Ċ
ĈEhÂS D1Â¨¬︻ ·©1>±\ ¯Ã0 ¾0a? ¶]m فap﹞ ®1﹞b ~³¬N﹞ E©1W ¯ÃaG]? `\

 ċEi0 ¾\³︺q ﹏Âh±1FC ︹?1G ®³S
 b0 ·©1>±\ ﹉Ã ﹏﹋ ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ Ei0 ﹏﹋ ¿︺﹇0² ¾ ·°Ãc½ ¾0a? ﹐1? ®0a﹋ ﹉Ã D1Â¨¬︻ Ċ«Ã`0\č

1 1

ˆ 2
n n

i i
i i

c c n
= =

≤ =∑ ∑

\³m ¿﹞ ﹏¬︻ a½ ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ ċgCč

( ) / (1)O n n O=
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¿Ã²\²\ ¾ ¶]±`1¬m

 ¿Ã²\²\ ¾ ¶]±`1¬m ﹉Ã  ¿FÂ? «ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ 0`Ċ
Ei0 a﹀q ®2 ¾ ·Â©²0 `0]﹆﹞Ċ

 ®2 ¾²` a? ¶]m ︿Ãa︺G ﹏¬︻ 1¼°GĞ]W0² ﹉Ã kÃ0c﹁0 ĝEi0 ¶]±`1¬m ·?Ċ

 ¶]±`1¬m ·? ]W0² ﹉Ã
]°﹋ ¿﹞ ·﹁1u0Ċ
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¿Ã²\²\ ¾ ¶]±`1¬m
﹝1Jل

 `0]﹆﹞ b0 ·﹋ ¶]±`1¬m ﹉Ã0  1G16 ]°﹋ ¿﹞ j`1¬mĊ

 ﹏¬︻ a½ ¾ ·°Ãc½Ğ﹉Ã kÃ0c﹁0ĝč
Ei0 ¿x[ ·F﹁1ÃaÂÂ︽G ¾1½ EÂ? \0]︺G f1i0 a?Ċ

E©1W ¯ÃaG]? `\č
 a½ ¾0aO0 ®1﹞bĞ﹉Ã kÃ0c﹁0 ĝ 1? a?0a? Ei0Ċ

gC č b0 ¾0 ·©1>±\ E©1W ¯ÃaG]? ¾0aO0 ®1﹞b  D1Â¨¬︻
Ğ﹉Ã kÃ0c﹁0 ĝ﹀q ¾ ·Â©²0 `0]﹆﹞ 1? ¾0 ¶]±`1¬m ¾²` ċa

 1? Ei0 a?0a?Ċ

Ei0 ﹅Â﹇\1± 1﹞0 ċEi`\ ·NÂF± ¯Ã0ĉĉ
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¿Ã²\²\ ¾ ¶]±`1¬m
¿︺¬NG ﹏Â¨VG j²` 1? ¿°﹊mai ﹏Â¨VG

«Ã`1¬m ¿﹞ 0` 1½ EÂ? aÂÂ︽G ﹏﹋ \0]︺Gč
o č~³¬N﹞ `\ ċ]°﹋ ¿﹞ aÂÂ︽G ﹉Ã kÃ0c﹁0 a½ 1? č  Ė aÂÂ︽G
o č a½ 1?۲ ~³¬N﹞ `\ ċ]°﹋ ¿﹞ aÂÂ︽G ﹉Ã kÃ0c﹁0 `1? č  Ė aÂÂ︽G
o č a½ 1?% ~³¬N﹞ `\ ċ]°﹋ ¿﹞ aÂÂ︽G ﹉Ã kÃ0c﹁0 `1? č  Ė aÂÂ︽G
oĊĊĊ
o č a½ 1? ~³¬N﹞ `\ ċ]°﹋ ¿﹞ aÂÂ︽G ﹉Ã kÃ0c﹁0 `1? č aÂÂ︽G

\³m ¿﹞ ~³¬N﹞ `\ 1½ EÂ? aÂÂ︽G \0]︺G gCč

b0 Ei0 D`1>︻ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ ²č

¿°﹊mai ﹏Â¨VG č b0 ·©1>±\ ﹉Ãn  D1Â¨¬︻Ğ﹉Ã kÃ0c﹁0 ĝ«ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ ¿Ã²\²\ ¾ ¶]±`1¬m ﹉Ã ¾²` a? 0`Ċ
ĈEhÂS D1Â¨¬︻ ·©1>±\ ¯Ã0 ¾0a? ¶]m فap﹞ ®1﹞b ~³¬N﹞ E©1W ¯ÃaG]? `\

2 / 2 (1)n n O= =
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¿Ã²\²\ ¾ ¶]±`1¬m
¾`0\ <1hW j²` 1? ¿°﹊mai ﹏Â¨VG

 ﹏¬︻ a½ ¾0a?Ğ﹉Ã kÃ0c﹁0ĝ ċ۲  ]W0²«Â°﹋ ¿﹞ ·°Ãc½Ċ
 b0 EÂ? ﹉Ã aJ﹋0]W0  ·?1  ]°﹋ ¿﹞ aÂÂ︽GĚ 1½ EÂ? ¾ ·¬½ a﹎01  ·¬½ kÃ0c﹁0 b0 gC ċ]°m1?0 ]±³m ¿﹞ęĊ

۱  ]W0²Ď\³m ¿﹞ aÂÂ︽G فaq
۱  ]W0²\³m ¿﹞ ¶aÂ[^ ®cZ﹞ `\ ¶]±1﹞ ¿﹇1?Ċ

⇐ ¾1½ EÂ? b0 ª0]﹋ a½ ¾0a? ċ¿G]﹞ b0 gC1 ċ۱ \`0\ `0a﹇ ®cZ﹞ `\ ]W0²Ċ
⇐ b0 EÂ? aÂÂ︽G ﹏¬︻ gC1  ·?0 \³m ¿﹞ ª1N±0 ¿±1N﹞Ċ

⇐ a﹎0  ﹏¬︻ `1?Ğ﹉Ã kÃ0c﹁0 ĝ Ø1﹆Â﹇\ ċ«Â½]? ª1N±0 0`  «Ã0 ¶\a﹋ ·°Ãc½ ]W0²
]±1¬? ·﹁1u0 ®aZ﹞ `\ ³لC ¾`0]﹆﹞ 1¼F±0 `\ Ei0 ¯﹊¬﹞ ²Ċ

⇐\³m ¿﹞ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ gCč

¿°﹊mai ﹏Â¨VG č b0 ·©1>±\ ﹉Ãn  D1Â¨¬︻Ğ﹉Ã kÃ0c﹁0 ĝ«ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ ¿Ã²\²\ ¾ ¶]±`1¬m ﹉Ã ¾²` a? 0`Ċ
ĈEhÂS D1Â¨¬︻ ·©1>±\ ¯Ã0 ¾0a? ¶]m فap﹞ ®1﹞b ~³¬N﹞ E©1W ¯ÃaG]? `\

2 / 2 (1)n n O= =
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¿Ã²\²\ ¾ ¶]±`1¬m
﹏Âh±1FC j²` 1? ¿°﹊mai ﹏Â¨VG

¿°﹊mai ﹏Â¨VG č b0 ·©1>±\ ﹉Ãn  D1Â¨¬︻Ğ﹉Ã kÃ0c﹁0 ĝ«ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ ¿Ã²\²\ ¾ ¶]±`1¬m ﹉Ã ¾²` a? 0`Ċ
ĈEhÂS D1Â¨¬︻ ·©1>±\ ¯Ã0 ¾0a? ¶]m فap﹞ ®1﹞b ~³¬N﹞ E©1W ¯ÃaG]? `\

2 / 2 (1)n n O= =

«ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ ·Ã0`2 `\ \³O³﹞ ¾1½ ﹉Ã \0]︺G 0` ﹏Âh±1FC ︹?1GĊ
 Ei0 a﹀q ¶]±`1¬m 0]F?0 `\Ě\`0]± ¿﹊Ã QÂ½ ²ęgC ċč

·NÂF± `\

( )iDΦ

0( ) ( ) 0nD DΦ ≥ Φ =

0( ) 0DΦ =

 ﹏¬︻ ﹉ÃĞ﹉Ã kÃ0c﹁0 ĝ«ÃaÂ﹎ ¿﹞ a|± `\ 0`Ċ
ra﹁ ·? č ﹏¬︻ ¯Ã0 `\  b0 EÂ?1  ·?0  aJ﹋0]W ²۱ b0 EÂ?0  ·?1 gC ċ]°﹋ ¿﹞ aÂÂ︽G

 ﹏¬︻ a½ ¾ ¶]m ̄ ﹊mai ¾ ·°Ãc½ gCĞ﹉Ã kÃ0c﹁0 ĝ\³m ¿﹞č

1

1

ˆ ( ) ( )

ˆ( ) ( ) 1 2

1

i i i i

i i i i

i i

c D D c

D D t c

c t

−

−

⎫⎪= Φ − Φ + ⎪⎪⎪Φ − Φ ≤ − + ⇒ ≤⎬
⎪⎪⎪≤ + ⎪⎭


