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Learning Probabilistic Models
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BAYESIAN LEARNING

¾cÂ? ¾aÂ﹎\1Ãč
 ·? ¶1﹍±¾aÂ﹎\1Ã  ®0³°︻ ·? ﹉Ã ¾²` a? 1ل¬FW0 ︹Ãb³G ¾b1i ª1﹍°½ ·?·Âua﹁ ¾1t﹁

cÂ? ¾ ¶]︻1﹇ b0 ¶\1﹀Fi0 1?
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BAYESIAN LEARNING

﹁a﹝³ل ?°[¾

H  ·Âua﹁ aÂ︽F﹞aÃ\1﹆﹞ 1? ċEi0
…, 3h,2h,1h

 ¯ÂlÂC 1ل¬FW0 ²P(H )

j � ¶]½1l﹞ ¯Â﹞0jd ¿﹁\1pG aÂ︽F﹞ ]﹞2a? ċjD ]½\ ¿﹞ Ei\ ·? 0`Ċ
¿mb³﹞2 ¾1½ ¶\0\č

Nd, …, 2d,1d= d

\`0\ ¯ÂhC 1ل¬FW0 ﹉Ã ·Âua﹁ a½ ċ®³°﹋1G 1½ ¶\0\ ¯Fm0\ 1?č

¿Ã1¬± Ei`\
Likelihood

¿°Â? kÂC]°﹋ ¿﹞ ¶\1﹀Fi0 1½ ·Âua﹁ ¾²` a? 1½ ¿Ã1¬± Ei`\ 1? ¶]m ¿½\ ®b² ¾aÂ﹎ wi³F﹞ b0 ċč

«Â°﹋ <1ZF±0 0` f]W ¯ÃaF¼? 1?  ·Âua﹁ ﹉Ã ·﹋ EhÂ± ¾b1Â±ĉ
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BAYESIAN LEARNING

﹝1Jل

«Ã`0\ 1½ D1>± <2 b0 ·hÂ﹋ ~³± M°C «Â°﹋ ¿﹞ ra﹁č

%10  1¼±21h     č%100  1½ D1>± <2¿Ã³©1>©2
%20  1¼±22h     č%75  1½ D1>± <2¿Ã³©1>©2 Đ%25  1½ D1>± <2¿Ã³¬Â©
%40  1¼±23h     č%50  1½ D1>± <2¿Ã³©1>©2 Đ%50  1½ D1>± <2¿Ã³¬Â©
%20  1¼±24h     č%25  1½ D1>± <2¿Ã³©1>©2 Đ%75  1½ D1>± <2¿Ã³¬Â©
%10  1¼±25h     č%100  1½ D1>± <2¿Ã³¬Â©

«Â°﹋ ¿﹞ ¶]½1l﹞ 0` ·hÂ﹋ ﹉Ã b0 ¶]m ¶]Âl﹋ ®²aÂ? ¾1½ D1>± <2č

Ĉ]±0 ¶]m ¶]Âl﹋ ®²aÂ? ·hÂ﹋ ª0]﹋ b0 1½ D1>± <2 ¯Ã0
ĈEi0 ¾0 ¶c﹞ ·S ¾0`0\ ¾]︺? D1>± <2
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FW0¬1ل 1J﹞ č1½ ·Âua﹁ ¯ÂhCل

 ¿mb³﹞2 ¾ ·︻³¬N﹞ `\ 1½ ·±³¬± \0]︺Gd
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a﹁ 

¯Âh
C ل

1¬F
W0

ª1¬G  ċ1½ ¶]½1l﹞
Ei0 ¿Ã³¬Â© D1>± <2ĉ
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BAYESIAN LEARNING

FW0¬1ل 1J﹞ č¿°Â? kÂCل

 ¿mb³﹞2 ¾ ·︻³¬N﹞ `\ 1½ ·±³¬± \0]︺Gd

 ¾
]︺?

 D
1>±

 <2
 ·﹊

°Ã0
1ل 

¬FW
0

¿Ã
³¬

Â©
 

 ]m
1?

1½ ¶
\0\

 v
am

 ·?

ª1¬G  ċ1½ ¶]½1l﹞
Ei0 ¿Ã³¬Â© D1>± <2ĉ
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MAXIMUM A POSTERIORI (MAP) APPROXIMATION

Ei0 ¯﹊¬﹞aÂ︾ =¨︾0 1½ ·Âua﹁ ¾1t﹁ ¾²` a? ¿?1Ã ~³¬N﹞Ċ
Ě ċ1لJ﹞ ¾0a?18,446,744,073,709,551,616  1? ¿©³? ︹?1G) \`0\ \³O² aÂ︽F﹞ ·pÂp[ęĉ

 b0 ċr³︻ `\ ¾aÂ﹎\1Ã «¬Ãc﹋1﹞  ¯ÂhC 1ل¬FW0«Â°﹋ ¿﹞ ¶\1﹀Fi0č

Maximum a posteriori (MAP) learning

 ¾1½ ·Âua﹁ ¾0a?¿︺x﹇č
]m1? `1﹎b1i ·Âua﹁ a﹎0
m1? `1﹎b1i1± ·Âua﹁ a﹎0]

⇐ MAP  Ė`1﹎b1i ¾ ·Âua﹁ ¯ÃaG ¶\1i
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THE BASIC IDEA OF MINIMUM DESCRIPTION LENGTH (MDL) LEARNING

³y ¯ÃaF¬﹋ 1? ︿Âq³G ¾aÂ﹎\1Ã ¾ ·Ã1C ¾ ¶]Ã0ل

Maximum a posteriori (MAP) learning

 ¾0a? ªb﹐ EÂ? \0]︺G
 1½ ¶\0\ ¾`0_﹎]﹋
·Âua﹁ ¯Fm0\ 1?

 ¾0a? ªb﹐ EÂ? \0]︺G
 ·Âua﹁ ¾`0_﹎]﹋

¿﹞ aÂ>︺G ¾`0_﹎]﹋ ¾0a? ªb﹐ ¾1½ EÂ? \0]︺G ¿﹀°﹞ ®0³°︻ ·? ¿¬FÃ`1﹍© D﹑¬O\³m Ċ
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MAXIMUM LIKELIHOOD (ML) APPROXIMATION

\³m ¿﹞ v³?a﹞1± ¯ÂlÂC 1ل¬FW0 ċگ`c? ¾ ¶\0\ ¾1½ ·︻³¬N﹞ ¾0a?
Ě\a﹋ a|± فaq ®2 b0 ®0³G ¿﹞ ¿°︺Ãę

 ·? ċ¯ÂlÂC 1ل¬FW0 b0 ®\a﹋ a|± فaq 1? ¾aÂ﹎\1Ã«¬Ãc﹋1﹞  ¿Ã1¬± Ei`\«Âi` ¿﹞č

Maximum likelihood (ML) learning

¿°︺Ã ¶\1i `³y ·? č 1½ ¶\0\ ·? jb0a? ¯ÃaF¼?]½\ ¿﹞ 0`Ċ

?FW0 ¾0a¬1ل MAP E[0³°﹊Ã ¯ÂlÂC﹝︺1\ل ?1 
Ě ®1h﹊Ã ¿﹎]ÂRÂC ¾0`0\ 1½ ·Âua﹁ ¾ ·¬½ a﹎0 ċEi0 ¿﹆x°﹞]°m1? č«Ã`0]± ¾a﹍Ã\ a? ·Âua﹁ ﹉Ã UÂOaG a? ¿¨Â©\ę

ML  \`0]±1Fi0 j²` ¾`1﹞2 ¾aÂ﹎\1ÃĚ¾cÂ? aÂ︾ ęEi0Ċ
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ML PARAMETER LEARNING IN BAYES NETS

¿Ã1¬± Ei`\ «¬Ãc﹋1﹞ 1? ¾cÂ? ¾1½ ·﹊>m `\ aF﹞0`1C ¾aÂ﹎\1Ã

 ah﹋ ĎEi0 ¶]Âi` ]Ã]O ¾ ·±1[`1﹋ ﹉Ã b0 ·hÂ﹋ ﹉Ãθ  Ĉ¿Ã³©1>©2 ¾1½ D1>± <2 b0
o a½θ   Ei0 ¯﹊¬﹞⇐ «Ã`0\ 1½ ·Âua﹁ b0 `1Fi³ÂC ﹉Ã č

θ
h

oθ   Ei1½ ل]﹞ b0 ¶\1i ¾ ¶\0³±1[ ¯Ã0 ¾0a? aF﹞0`1C ﹉ÃĚ¾0 ·¨¬O²\ ︹Ãb³G ل]﹞ 1N°Ã0 `\ę

 «Â°﹋ ¿﹞ ra﹁N  ċ«Â°﹋ ¿﹞ b1? 0` D1>± <2c  ² ¿Ã³©1>©2 \`³﹞� = N − c Ei0 ¿Ã³¬Â© \`³﹞  Ċ
 D0]½1l﹞ ¯Ã0 ®1h﹊Ã ︹Ãb³G 1? ﹏﹆Fh﹞Ěiid ęgC ċ]°Fh½č
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ML MULTIPLE PARAMETERS LEARNING IN BAYES NETS

¿Ã1¬± Ei`\ «¬Ãc﹋1﹞ 1? ¾cÂ? ¾1½ ·﹊>m `\ aF﹞0`1C ]°S ¾aÂ﹎\1Ã

c﹞a﹇ k﹋²`ďEi0 ·Fh?0² D1>± <2 ¾ ¶c﹞ ·? ¿G﹐1¬FW0 D`³q ·? c>iĊ
\³m ¿﹞ c>i k﹋²` 1? ¿Ã³©1>©2 D1>± <2 ¾0a? ¿Ã1¬± Ei`\č

 b0N D1>± <2 ċc  ² ¿Ã³©1>©2 \`³﹞� = N − c  \`³﹞ċEi0 ¿Ã³¬Â©

 Ě
c

r  k﹋²` 1? ¿Ã³©1>©2 D1>± <2 ² c﹞a﹇
c

g  1? k﹋²`c>i  ² «Ã`0\ęĊĊĊ
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ML MULTIPLE PARAMETERS LEARNING IN BAYES NETS

¿Ã1¬± Ei`\ «¬Ãc﹋1﹞ 1? ¾cÂ? ¾1½ ·﹊>m `\ aF﹞0`1C ]°S ¾aÂ﹎\1Ã č¾aÂ﹎ ﹅Fl﹞

 D1﹆Fl﹞ ·﹋ \³m ¿﹞ ·|W﹑﹞L Ei0 v³?a﹞ ¾1½aF﹞0`1C ﹏﹞1m w﹆﹁Ċ

 1?﹏﹞1﹋ ¾1½ ¶\0\ ċ]±³m ·F﹁a﹎ \1Ã Ø﹑﹆Fh﹞ ]°±0³G ¿﹞ 1½aF﹞0`1CĊ
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EXAMPLE: LINEAR GAUSSIAN MODEL

﹝[ل ﹎i²1¿ ]1J﹞ č¿xل

 ﹏W ¶0` ċ1x[ D1︺?a﹞ ~³¬N﹞ ®\a﹋ «¬Â± ¿﹞ ċ¿°︺ÃML ]±0\a﹎ ¿﹞a? 0`Ċ

 ċ¿x[ jb0a? ¾0a? E?1K g±1Ã`0² 1? ¿i²1﹎ cÃ³±\³m ¿﹞ ra﹁Ċ
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MAXIMUM LIKELIHOOD (ML) APPROXIMATION

·q﹑[

«Â°﹋ ¿﹞ <1ZF±0 1½ ¶\0\ ︿Âq³G ¾0a? 1½ ل]﹞ b0 ¾aF﹞0`1C ¾ ¶\0³±1[ ﹉ÃĊ
Ě]Ã]O ¾1½ ل]﹞ ¾ ·Ç0`0 ¿½1﹎ ² ¿G0^ k°Â? ]°﹞b1Â±ę

 ¿Ã1¬± Ei`\ «¬Ãc﹋1﹞ «FÃ`³﹍©0(ML)

«Â°﹋ ¿﹞ ·>i1V﹞ 1½aF﹞0`1C ·? E>h± 0` ¿Ã1¬± Ei`\ «FÃ`1﹍© ︹?1G ﹅Fl﹞Ċ

«ÂhÃ³± ¿﹞ 1½aF﹞0`1C b0 ¿︺?1G D`³q ·? 0` 1½ ¶\0\ ¿Ã1¬± Ei`\Ċ
ĚL1F°Fi0 ¿°︺Ã Ď«Âm1? ·Fm0\ ®1¼°C ¾1½aÂ︽F﹞ ¾²` a? ¾aÂ﹎ ~³¬N﹞ ·? b1Â± Ei0 ¯﹊¬﹞ę

«Â?1Ã ¿﹞ a﹀q ¾²1h﹞ D1﹆Fl﹞ ®\0\ `0a﹇ 1? 0` 1½aF﹞0`1C aÃ\1﹆﹞Ċ
Ě`0³m\ Ei0 ¯﹊¬﹞ďE﹁a﹎ ﹉¬﹋ ·F﹁alÂC ¾b1i ·°Â¼? ¾1½ ﹉Â°﹊G b0 ®0³G ¿﹞ Ď]m1? ¯﹊¬﹞aÂ︾ęĊ
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STATISTICAL LEARNING

·q﹑[

o ¾cÂ? ¾aÂ﹎\1Ã ¯﹊¬﹞aÂ︾ ﹏¬︻ `\ 1﹞0 ċ]±0\a﹎ ¿﹞a? 0` ¯﹊¬﹞ ¿°Â? kÂC ¯ÃaF¼? ċ﹏﹞1﹋ Ei0Ě﹎]ÂRÂC﹐1? ¿ĉę
o ¾aÂ﹎\1ÃMAP  ¯Â?¿﹎]ÂRÂC  ²E﹇\ ]°﹋ ¿﹞ `0a﹇a? 1\ل︺G ¿mb³﹞2 ¾1½ ¶\0\ ¾²` a?Ċ
o ¾aÂ﹎\1ÃML  ®1¬½MAP  ]°﹋ ¿﹞ ra﹁ E[0³°﹊Ã 0` ¯ÂlÂC ︹Ãb³G ·﹋ Ei0Ěگ`c? ¾ ¶\0\ ·︻³¬N﹞ ra﹁ 1?ę
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Stuart Russell and Peter Norvig,

Artificial Intelligence: A Modern Approach,

3rd Edition, Prentice Hall, 2010.
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